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Mecliauisch-graphisclie Lösung der kiilnschen 
und biquadratiaclien Gleichungen. 

Von 

Carl Bartl, 

v^nd Lehrer an der Ltadeabürgenebnl« sa Uaitbeig (8teiem«rk). 



Einleitung. 

Lässt man bei geoinctri'^rhf n Constractioiirn nur die gegenseitigen 
Schnittpunkte von Geraden und Kreisen, und Kreisen untereinander 
als zulässig' p^^lten (weil Gerade und Kreis die einzigen Gebilde sind, 
die sieb nacb ihrer Definition graphisch in continuo „genau" darstellen 
lassen), so sind die auf Ermittlung solcher Punkte gestützten Auf- 
gaben mit ansschliesslicber Anwendung des Zirkels und Lineals ge- 
löst — Schon Descartes stellte in seiner 1637 erschiene neu analy- 
tischen Gt onu tric für das Kriterium solcher in dieses Gebiet ge- 
hörigen Aufgaben die Bedingung anf, dass es möglich sein müsse, 
die Construction . unter zu GruudelegnnL' enu s Massstabes, auf die 
elementaren der vier Grundrechnungsoperationen, sowie jener des 
Quadratworzelzcicbens zurtickfobren zu können. 

Dieier Bedingting wird Genüge geleistet bei Aofgaben Iter, 
Ster oder Mtcb 2*» teil Ordnung dann, wenn Letztere in eolcbe 2ter 
Ordnung xer&llen, alto die betreffende Bestimmongsgleicbnng 2* Gra- 
ses sich in laoter Gleichnngen 2ten Grades spalten liest '^). Hiem 



♦) Dies*» iTjüi^hr II sflt tvrr^tiii ilich sj.lchc sein, deren Gocfficienten rational 
find, oder höchittonh Quadracwur2.cln enthalten. 

Ank. d. Matk. «. Phji. S. B«ih«, T«U L 1 
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gehören z. B. schon die Elementaraufgaben der Construction gemein- 
samer Construction gemeinsamer Kreistangenten und jene von be- 
rührenden Kreisen an drei Geraden — mit 4 Lösungen — ; dann 
die sogenannte ebene Berühruugsaufgabe für Kreise — mil 8 Lö- 
sungen. Aus dem Gebiete der neueren Gcomrtrir' sind hieher zu 
rechnen die Coliineationsanfgaben der Verzeichnung von Kegclschuitts- 
linien aus 5 gegebenen Umfaü[3sbestimraungsstücken,wcnn darunter 
2 Paare getrennter Funkte and Tikugenteo vorkommen mit 4 Lö- 
sungen etc. etc. 

Aber jenes oben cbarakterisirte' Gebiet der mit aasschiiessiicher 
Anwendung des Zirkels nnd Lineals xn lösenden Aufgaben schliesst 
so manches nahe liegende, interessante, historische Problem ans (wie 
z. B. die Trisection des Winkels, das graphische Cnbikwurzelzi^on 
aas Streken und die damit znsammenhftngenden Aufgaben aas der 
Stereometrie, Normalenprobleme für Kegelschnitte n. s. w. 

Die Vorteile der Uebersichtlichkeit und Unmittelbarkeit jeder 
gnten graphischen Lösuug, gegenüber jener des Calculs, lassen selbst 
den bedeutenden und wesentlichen Nachteil, der auch bei den besten 
Zeichcninstrumenten und deren sorgfältigsten Behandlung auftreten- 
den unvermcindlichen Fehler noch immer in den Hintergrund treten. 
Dieser Nachteil hat daher nur eine Aneiferung der Construction zur 
Folge, die graphischen Methoden zu verbessern und zu vereinfachen. 
Hieher gehören auch die Bestrebungen der Mechaniker, Instrumente 
her/^ustellen mit denen sich wenigstens annähernd so einfach und 
unmittelbar' wie der Kreis mittelst des Zirkels, nnn auch die Kegel* 
Schnittslinien graphisch verzeichnen Hessen (man hat solche Instru- 
mente wohl nicht ganz richtig mit dem Namen „Kcgelschnittszirker^ 
bezeichnet). Würden solch vollkommene Instrumente erfunden, so 
hätte man nun allerdings jenes Gebiet von Aufgaben, die sich nach 
mathematisch genauen Principien lOsen lassen — als bedeutend er- 
weitert anzusehen. Die Anforderungen aber, die man in Bezug auf 
Einfachheit, Genauigkeit und Verwendbarkeit für die verschiedensten 
dchsenverhältnisse der zu beschreibenden Kegelschnitte an solche In- 
strumente zu stellen hat, sind viel zu grosse, als dass sie so leicht 
SU erfüllen wären ; und in der Tat hat sich auch bis jetzt noch keines 
der vorgeschlagenen mechanischen Hilfsmittel als für eine allgemeine 
Einführung brauchbar erwiesen, obwohl ein ziemlich vollkommener 
Eilipsograph, als für eine geschlossene Cur?o geltend, die mdste 
Aussicht hiezu hätte. 

Das Bcdürfniss einer graphischen Lösuug der für die praktischen 
Zwecke mit genügender Genauigkeit zu construirenden Aufgaben 
dritter und Tierter Ordnung macht sich immer noch fühlbar ; dass 
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diesB aber durch eine nicchaniscUe Beschreibung dor K^elschnittc • 
in erreicben sein wird, konnte wohl noch lange ein Wunsch der 
Conatmcteore bleiben. 



AafstelluQg des Grandvürfahreus. 

Fülirt m;in nebst dem Lineal and Zirkel noch deu rechten Winkel 
(oder eiueu starren Wiukel überhaupt) als neues Coustroctionsvehikel 
ein, so inuss hiemit schon die Möglichkeit einer grnphisclien Hehand- . 
lung voa Aufgaben höherer Ordnung geboten sein. Denn, verwendet 
man einen rechten Winkel anf der Zeicheuebene in der Weise, dass 
man ihn solange verschiebt bis gloiclizeitig der eine Schenkel durch 
einen Fixpunkt K gehe, der Scheitel auf einer Leitgeraden LL sich 
befindet, während der andere Schenkel einen Grundkreis A' berührt, 
80 lässt sich der FfT»^ct dieses Aulei^cn'^ eines reclitcn Winkels an die 
genannten Grumlhn t iren in zweierlei Weise interpretiren. Es bilden 
nämlich die Tangentenschenkel der ,, angelegten*' rechten Winkel die 
vier gemeinschaftlichen Tangenten zwischen dem Grundkreis K und 
der durch Leitgerade L als Scheiteltangente und Fixpuukt F als 
Brennpunkt gegebenen Parabel; oder oa repräsentiren die Lagen der 
Scheitelpunkte der rechten Winkel auf der Lcitgeradcn L die Durch- 
schiiittspunkte derselben mit der durch deu Grundkreis A' und den 
Fixjjunkt /' als Mittelpunkt der Lotstrahieu gegebenen, bekannt« !! 
Kreisfusspuuktacurvc ; (solche Tangenton an A' beziehungsweise Sehnitt- 
pankte auf L können begreitlicher Weise paarig imaginär worden). 
Beide Erklärungon abor vonÜGireu die eingangs gemachte Behaui>tuDg. 

Die torhin cbarakterisirto mechanischo Verwendung des rechten 
Winkels zur graphischen Lösung von Aufgaben kann nur dann einen 
praktischen Wert erlangen, wenn in Folge der £inlachhcit and Un- 
miUdibarkeit der Methoden das Resultat mit jenem gewünschten Grad 
Ton Genauigkeit erhalten wird, welcher einem solchen nicht nach- 
steht, der bei den „nach mathematisch genauen*' Principicn gelösten 
AuÜgaben erreicht wird. Dass dies möglich ist, lässt sich ohne An- 
stellung von Bcrechnungon über diu Genauigkeitsverhältnisse selbst 
bei solchen Fällen, welche eine für die Anwendung des Grnndver- 
üahrens ziemlich ungünstige gegenseitige Lage der Grundfactoren auf- 
weiien, dnrch Ausführung von Beispielen einfach und praktisch zei- 
gen. In der Tat sind die £lemeDtaroperationen, aus denen sich das 
OmndverfiEihrcn des „Anlegens eines rechten Winkels'* zusammen- 
satit, aowohl einzeln, wie im Zasanunenhaoge, als mechanische Ope- 
ration genommen, leieht genau auiznfthren. 
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Der rechte Winkel steht uns jederzeit zur Verfügung in einem 
geprüften Dreieckswinkcl, welcher also die Winkelfläche der Zeichen- 
ebene deckt, oder indem mau einen rcclitou Winkel au ein Liuoal 
anlegt, wodurch sich ein solcher mit freigelassener Winkelfläche ergibt 
Die passendste Form für vorliegenden Zweck kann aber leicht Ler- 
gcstcllt werden, indem man auf einem Blatte gut transparenten Baus- 
papu?r8 sieb ein genaues rechtwinkliges Achsenkreuz verzeichnet, 
dessen Schnittpunkt durch ein Punktringelchen seharf markirt ist. 
In diesem primitivi n Instrumehte, das man beliebig auf «lern Zeicben- 
blatt verschieben kann, hat man alle vier Quadrauteu des Achseu- 
kreozes als „freie" rechte Winkel zur Verfügung. — Im Grundver- 
fahren hat man nun zunächst als Elenientaroperation das Anlegen 
des einen Winkelschenkcls an den Fixpuukt F — die primitivste 
Zeichenoperation; dauu jene Bedingung der Berührung des zweiton 
Schenkels an den Gruudkreis A , welche als Anlegen des Lineals an 
einen Punkt berührend an einen Kreis betrachtet werden muss. Diese 
letztere, in der Praxis von den Coustructcuren nicht mit Unrecht 
stillschweigend als zulässig anerkannte und hautig angewLudcte Ele- 
mentarnjieration ist niclits a)ideres als die duale Operation zur Schnitt- 
bestimniuiig einer Geraden mit einem Kreise, und sollte deshalb wohl 
gebilligt werden*). Endlich als dritte Elementaroperatiou muss an- 
gesehen werden die Erfüllung der Bedingung, dass der Scheitelpunkt 
auf der Leitgeraden LL sich befinde — allerdings eine uoue mecha- 
nische Operatiou, weK he aber mit ,.guten" rechten Winkeln (die man 
wohl ebenso berechtigtigt ist voraus zu setzen, als „gute" Lineale., 
gute Zirkel), am besten jedoch mit dem früher erwähnten, „ver- 
schiebbaren" Achbeiikreuz mit der g« wünschten Präcision gewiss leicht 
ausgeführt werden kann, ücbrigeus ist das „Anlegen" des rechten 
Winkel an die Grundfactoren immer noch eine ciufachere, weniger 
Uebuug erforderliche Operatiou als jene (auch zu den mechanischen 
Operatioui 11 zu rechneude) des Ables^^its an eineui Kechenschicber bei 
gegtiitt iiigcr Schieberstelluug oder jene beim Gebrauche der graphi- 
schen liecheutaielu vorkommendeu. 

*) Hieher gebftrt ench des Anlegen eines LineeU berAbrend «n swei 
Kfeue, dem dual gegeottber der Scbnitl sweier Krate itebt, welch* leidere 
wieder sa den primitivtlen Zciebenopemtionen gehOrt. Der den enteren der 
genennlen Operationen ra nuichende Einwurf, daes dieselben nnsicber werden, 
wenn der Pnnkt nnd Kreit , re^>ectiTe die beiden Kreiee zum Anlegen einet 
Lineals zn nahe aneinander gelegen find, trifit ganz in derselben Weite anch 
den allgemein znlilssigen dualen Verfahren der Schnittbestimnittttg, wenn die 
schneidende Gerade eine dem Kreisradins nahe gleiche Entfernung vom Mittel- 
punkt des Krpi«c8 besitzt oder bezichnniiswcise die beiden Schnittkreite sehr 
nahe .aneinander liegende Mittelpunkte mit wenig verschieden langen Radien 
auiweisen. 
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Wie später gezeigt werden soll, besitzt das besprochene Grnnd- 
vcrfabren aacb Modificationcn, welche für den Fall einer (für dessen 
Anwendung) ungünstigen Lage der Grundfactoren, die Genauigkeit 
des Resultats zu erhöhen im Stande sind — ein Kriterium, das jode 
zum graphischoi Calcul gut verwendbare Methode besitzen soll. 

Erweiterung des Grnndverfahrens. 

£iDC naho liegende Erweiterung für das bis nun besprochene 
Grandverfabren unter Yoranssetzuug obiger Gruudfactoren besteht 
darin, dasa man die Leitgerade LL durch einen Leitkreis Lt ersetzt 
Dies muss oousequcuterweise gestattet sein, weil ein Kreis, SO gut 
wie die gerade Linie, als scharf zn zeichnendes Gebilde anzusehen 
ist. Während also der eine Schenkel des „angelegten" rechten Win- 
kels durch den Fixpunkt /'geht, befinde sich der Scheitel auf dem 
Umfange des Leitkreises nnd berühre der andere Schenkel den 
Grundkreis K. Die Taiigentenschcnkel der möglichen Winkellagen 
reprftsentiren nun hier die gemeinschaftlichen Tangenten zwischen 
dem Grundkreis und jenem Kegelschnitte , der den Fixpnnkt F zu 
einem Brennpunkt und cic-ii darch F gehenden Durchmesser von Lt 
zur Hauptachse hat. Liegt F innerhalb des Kreises Xt, so ist dieser 
Kegelschnitt eine Ellipse; für /^ausserhalb gelegen — eine Hyperbel. 
Es gibt dann stets einen zu F bezüglich des Mittelpunktes von Lu 
symmetrisch gelegenen Punkt F\ der in derselben Weise wie F als 
Fixpnnkt verwendet werden kann und nun dieselben Taugenten* 
schenkellagen wie F liefert — Die zweite Interpretation des erwai* 
terten Verfahrens ist auch wieder jener des Grandverfahrens analog. 
Eb bilden nämlich hier die auf dem Loitkreis erhaltenen Lagen 
der Scheitelpunkte der an die Grundfactoron ntii^olegten rechten Winkel 
die Schnittpunkte von Lk mit der durch den Grandkreis K und Fix- 
pankt F als Mittelpunkt der Lotstrahlen gegebenen Kreisfnsspankts* 
cnrro* 

Es ist uuu für da^ ursprüngliche und erweiterte Verfahren die 
Frage sehr nahe liegend, ob vielkicht durcli Anwendung eines be- 
liebig verschiebbaren starreu Winkels <p [m Jerselben Weise wie bis 
jetzt der rechte Winkel benutzt wurde) sich nun Aufgaben von einem 
höhoreu Grade als die für das bisherige Verfahren angedeuteten — 
grupiiiäch behandeln liesaen. 

Diese Frage beautwortet sich sofort als verneinend, wenn man 
nacha^ebende, einfache Betiaehtiing anstdlt 

In Fig. 1. sei eine beliebige Leitcurve gegeben, auf welcher 
sich der Scheitel IS des Winkels q> bewege, während der eine Schenkel 
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Stets durch den Fixpuukt -Pgehe, and der andere in oiuem beliebigen 
Momuutc der Bewegung die Lage 77' angenommen hätte. Denkt 
man sich auf alle möglichen Lagen des zweiten der genannten Schenkel 
aus F die Peri)endikel FE gefällt, so lässt sich der geometrische Ort 
der Pnnkte R sofort angeben. Während der Bewegung des Winkels 
<p beschreiben nämlich die Strahlen FS und FE zu einander con- 
grucnte StrahlcnbOschel um F als Träger. Da ferner die Strecken 
FS und FE für alle homologen Punkte der Lc und der in Kede 

stebendon Cure der i? lo dem conitanten YerhftItDisse stehen, 

80 müssen die Pnnkte R eine zu Le ähnliche Cnrv© durchlaufen, 
deren homologen Funkte gegen jene der Lr um F als Centmm in 
der Winkclgrösso (90^ — 99) verdreht erscheinen. Das Aehnlichkeits- 

verhftltoUs von Z« zur Gurre der R ist ofenlMr -r^. Eb können 

sin (p 

demnach die Lagen der freien Schenkel TT auch erhalten werden 
in jenen eines beweglichen rechten Winkels, dessen einer Scheukel 
stets durch Fgeht, wahrend der Scheitel die der Lage nach oben 
näher definirte, zu Lc ähnliche Curre der R durchläuft 

Dies Ergebniss für anaere niech«aiBehe& Verfahren engewendet, 
in welchen statt der allgemeinen Leitcnrre Lc entweder Leitgerade 
oder -Kreie vorliegen, bat es also hier die Bedentang des Ersatsea 
eines allgemeinen Winkels 9 dnrch einen rechten, wenn aar Leit- 
gerade respectiTO Kreis „entsprechend'* geändert werden. Diese 
Aondernng gesehieht in dem üebergaage anf eia ftballdies Gebilde 
im Yerbftltaisse l:sia9 bezflglicb des Fixpnnktes F als Centram, 
aad aachberiger Verdrehang am dasselbe ia der WiakelgrQsse (90—^) 
nach der Seite, wohin das Perpendikel aas F auf eine der Lagea 
des freiea Scbeakels von 9 l&llt, anter 9 immer den spitzen von den 
bei S auftretenden Nebenwinkdn verstanden. 

Umgekehrt lasst sich nl)or das hier gewoiiucni' Kcsultät rei-ht gut 
fttr eiue üilfsmethode bei unseren mechanischen V erfahren verwerten. 

Denken wir nns, dass Leitgerade respcctive Leitkreis, dann Fix- 
punkt und Gruudkreis in einer für das „Anlegen" eines rechten Win- 
kels vorhältnissmiissig ungünstigen gegenseitigen Laiic gegeben seien, 
so kann man stets die Anwendung des rechten Winkels durch jene 
eines beliebigen Winkels (p ersetzen, für welchen die neuen Leit- 
fuc toren gegen K und F günstiger gelegen sind. Die neuen Leit- 
factoren für (p ergeben sich aus jenen für den rechten Winkel nach 
der bereits üben aufgestellten Kegel mit reci|irokem Aehnlichkeits- 
verhäitniss und entgegengesetztem Drehungssum. Dabei kann der 
Wiukol q> iu seiner zweckmässigstcn Form als das auf einem gut 



Digitized by Google 

I 



iner Jbfrwdton md kiguaätßtüekw Gleiehmagem, 



7 



transparenten Bauspapiere verzeichnete, scbielwiukclige, mit der 
Nüiguug cp versehene Achseukreoz zur AuBfUhruug der mecbauischeu 
Yerfahren beoatzt werden. 

Man ersieht indei leicht, dass die besprochene Modificlmng der 
Leitfactoren sich auf deo« a&cb durch unser Resaltat gewonnenen, 
bekannten Sats stütst, dass für einen Kegelschnitt der geometrische 
Ort der Fnsspnnkte der ans einem Brennpunkte anf dessen Tangenton 
nnter constaatem Winkel gezogenen Strahlen ein Kreis, respeetiTO für 
die Parabel eine Gerade (Tangente) ist 

Wenn uqq auch eine solche Moditicirung der gegebenen Leit- 
factoren behufs Anwendung eines Winkes q> aus Genauigkeitsrück- 
gichten sich selten als gar so notwendig ii erausstellen wird*), so ist 
es d'jch als ein bedeutender Wert der mechanischen Verfahren an- 
zusehen, wenn sie wie die anderen auf mathcmatiscb genaue Prin- 
cipien basirbaren graphischen Methoden, Modificationen zur Verbesse- 
rang der Geuauigkeit des zu erzielenden Resultates aofweiseo. 

Zun Sohlasse mag noch anf eine weitere Conseqnenz hingewieeen 
werden, die sich ans dem Gnindveriahren ableiten Iftsst Ersetzt man 
nimlich von den bisher gegebenen Gmndfactoren auch den Fixpankt 
F dorch einen Fixkreis F)t^ so dass noch Gmndkreis und Leitgorade 
oder Kreis als Gmnd&ctoren gegeben sind, so wird entsprechend 
dem froheren der rechte Winkel an dieselben nnn so ,^nznlegen^' 
sein, dass, wahrend seine Scheitel sich anf der Leitgeraden oder dem 
Leitkreis befindet, seine beiden Schenkel Tangenten an Fk and X 
sein müssen. Die sich ergebenden Lagen des Scheitela des rechton 
Winkels anf den Leitfiustoren mOssen demnach angesehen werden als 
die Dorchschnittspnnkto der letzteren mit einer Art Fossponktscarre, 
die sich ans Fixkreis Fk and Grandkreis f in der Weise ableitet, 
dass fAr jede Tangente des einen dieser Kreise, die Fnsspnnkte der 
hiezn senkrechten Tangenten des andern Kreises Pnnkte der Corvo 
bilden. Diese Art der Yerallgemeinerang des Gmndverfahrens in- 
volvirt pi der Tat die Behandlang Ton Angaben von einem höheren 
als dem vierten Grade, 



*) Die Bctrachtangen der Lagen- and Grössenverhlltniwe der Qmod- 
factoren unter Kücksicht auf die Genauigkeit de« durch unsere mechanischen 
Verfahren zq erzielenden Resultates fahren zu einem für dieselben recht gfln« 

sfiu'pn Fr<,'obniss. W;1hrcn<l /.uwcilcn der «"ine Schenkel des „anj^elcjiten'* 
rechten Winkel« wegen zu srhicfer Neigung /ii; Ijeitgcinden die Lage des 
Scheitels auf Uerseiben nicht präcis genug angibt, ersetzt diesen Mangel sofort 
der andere f auf ihm senkrechte Brlieiikcl. Die nngünstigstc Stellung seheiut 
einzutreten, wenn der Fixpunkt sclu ualic der Leitgeraden, beziehungsweise 
den Leitkreiie sn liegen kommt. 
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Da das hier gesetite Ziel nur in einer grapiiiecheii Bebandtong 
der kabiBcfaen and biqnadratisclien Gleichungen besteht, ao genflgt 
hiezn die Anwendaog des nrsprftnglichen Gmndver&hrens, wobti b«^ 
eine Leitgorado als Leit&ctor gegeben ist, in ansreichender Weise, 
so dass es nicht notwendig wird, Ton dem ansfülirlich besprochenen 
erweiterten Verfahren oder der snm Scblnsse aagedenteten Gonseqnens 
in der Folge eineD Gebraneh an machen. 

Bemerkungen zor Behandlangsart des Themas. 

Die Inangriffnahme des gestellten Problems erheischt vor Allem 
die Auftiuduug jener Beziehungen, welche zwischen den Bestimmungs- 
stücken der Lagen- und Grössenverhältuissc unserer Gruudfactoreu 
utid den mittelst der Anwendung des mechanischen Gruudverfahrous 
erzielten Resultate, analytisch ausgtiiriickL, bcsLehcn, um jene ein- 
fachsten auswählen zu kunncu, die zu ciucm Vergleiche mit den zu 
löst'uden Gleichungen sich am besten eignen. Aus solcheu Vcrglei- 
chungen sind die nötigen Daten zur Verzeichnung der Gnindfactoren 
abzuleiten, anf welche das mechanische Verfahren angewendet, die 
verlangte Lösung der orsprungiich gegebenen Gleichangea erhalten 
werden moss. 

Wenn nna durch diese Methode im Principe jedes Problem 3ter 
and 4ter Ordnung behandelt werden kann, nachdem bloss die hiexn 
nötigen analytischen Gieichnngen anfzustellen sind, so wird man auch 
bei den zameist eleganteren synthetischen Ltoangen von Constmc- 
tionsanfgaben , die in letzter Linie anf die gemeioscbaftUchen Tan- 
genten zweier Kegelschnitte basirt sind, fftr die graphische Behand- 
lung den rechten Winkel gemftss dem GrnndveHahren in Anwendung 
bringen können. Man hat dann im Allgemeinen das System besagter 
Hilfskegelschuitte in ein solches eoUinear verwandtes Ober zu fahren^ 
wo einem der Kegelschnitte ein Kreis entspricht (der dann als Gmnd> 
kreis K zur Geltung kommt) und von der dem anderen verwandten 
Curve die Hauptachsen (beziehnngsweise Brennpunkte) anzugeben 
sein werden. Die gemeinsamen Tangenten zwischen Kreis und dem 
letzt genannten Kegelschnitt sind dann in das ursprüngliche System 
zurttckzttfflhren. U&nfig gelingt durch zweckentsprechende Wahl von 
Collineationsachse und Centrum eine derartige Aasflnhrung dieser 
Transformation, dass« wahrend dem ^en der nrspranglichen K^l* 
schnitte im neuen System dn Kreis entspricht, dem andern eine ' 
Parabel homolog ist, wodurch dann die Ermittlung der gemeinsamen 
Tangenten im ersten System anf das „Anlegen^* eines rechten Winkels 
an Fixpunkt, Ldtgerade und Grnndkreis im zweiten System zurUck- 
geffthrt erscheint. 
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Alt ein bieher gehöriges Beispiel mOgo die graphiBcbe Bestim- 

ranog von Vy, uDler y eine beliebige reelle Zahl oder eine Strecke 
Tenilaoden, im Folgenden etwas näher besprochen werden. 

Trägt man in Fig. 2. o/ — 1 und OF = y auf die Achsen anf, 
und wäre man im Stande den Linicnzng FQUf anzugeben, der bei 
Q nnd U. rechte Winkel aufweist, so erhielte man in der Strecke 

OH sofort die -/y. GR stellt aber nichts anderes ror als eine ge- 
meinsame Tangente jener zwei Parabeln, die in O ihren gemda- 
scbaftüchen Seheitel haben nnd deren Achsen respeetive Brennpnnkte 
in Oa;, Oy^ resp. /, F sich befinden. OH steht nftmlich gleichzeitig 
anf den Strahlen GF nnd /TF senkrecht, welche man ans den Brenn- 
punkten zn den Schnittpunkten der ersteren mit den Scheiteltangenton 
der Parabeln ziehen kann. Denkt man sich eine der Parabeln, z. B. 
jene mit dem Brennpunkt /, sehr genan constrnirt, so könnte mit 
Hilfe derselben nnd dnrch „Anlegen*^ eines rechten Winkels, dessen 
einer Schenkel dnrch F gehe, w&hrend der Scheitel anf der (te sich 
befinde nnd der andere Schenkel die li'arabel berahre, sofort die Lage 

der gemeiosaracn Tangente GH und damit OH erhalten wer- 
den. Bei Benutzung einer schon vorhandenen, sehr genau verzeich- 
neteu Parabel, deren Abstand des Broimiuiiktes vom Seheitel als 
CoDstructiousciuheit geuommcn werden luuss , iässt sich auf dioso 

Weise fttr beliebige Werte von y nnmittclbar die V mit einer für 
das graphische Rechnen ausreichenden Genauigkeit herstellen. Gra- 
phische Methoden setzen ja oft Cnrven höherer Ordnung vorans, 
die erst mOhsam coustruirt werden mftssen, wfthrend hier nnr eine 
genau ?erzeichneto Parabel Yorlangt wird. 

Dil oben deiinirte Lage der GH icann auch noch in anderer 
Weise aufgeXasst werden. 

Sind F und f die Trüger zweier cougruenter Strahlenbüscbel, 
deren homologe Strahl eu zu einander ijarallel laufen, so werden die- 
selben durch Oj- und Ov in prujectivischeu Puuklreiheu geschnitten, 
deren Erzeuguiss eine j^lt ii iiseitjge iiyperhel ist, die Ox und Oy zu 
Asjiaptüten hat, und dcreu reelle Achse, den Winkel FOf halbircnd, 

die Länge 2a = V^y besitzt. Die Lage der Geraden GH bildet nun 
auch eine Tangente au diese Hyperbel und nach früher auch eine 
solche der oben bezeichneten Parabeln. Ersetzt man die Bedingung, 
dass GJi Parabeltangente sein muss, durch jene des „Anlegens'' eines 
rechten Winkels ganz in derselben Weise wie früher, wobei also 
jetzt die gleichseitige Hyperbel von dem einen Winkelschcnkcl be- 
rührt werden muss, so erhalt man in demselben die Lage von GH 
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and damit yy. DasB aach hier wieder jede Torliegende gleichseitige 
Hyperbel zweckmteig terwendet worden kann, ist solbstvcrsltadlicb ] 
die Acbflo denelbea reprtsentirt daan die Strecke V 2y, worau sich 

die MasBStabeinheit zum Messen von ableitet. 

Wie Bich die Bestimmang der gemeinsamen Kegelscbnittstangcntc 
Off in beiden besprochenen Auffassungen zurückführen läset auf jene 
swiBcbeu einem Kreis und einen K( gelschnitt wardc schon für den 
allgemeinen Fall erörtert. — Die Durchführung derselben in dorn 
Torliegenden , wo die gegebenen Kegelschnitte eine besonders gün- 
stige gegenseitige Lage «besitzen « kann weiter keine Schwierigkeiten 
bieten. 

Wird die Bestimmung der Hauptachsen (rospective 13r( iinpnuktn) 
jenes Kegelschnitts des tr;uisfürmirtcn Systeujs, lur welchen eben du; 
gomciüsamcn Taii^^enicu mit dem Kreise durch ..Winkelaulcgen^' er- 
halten werden, uoistandiich , sü leidet hierunter die Cjcnauigkeit des 
S( hlugsrcsultatos wesentlich. Dies wird sclion iu unserm BpccicUcu 
i-'aii bei Ermittlung von GH merklicii fühlbar. 

Nachdem die znr AnsfUhmag yon solchen KegeLschnitts-Trans- 
formationen nötigen Gonstructionen Iftngst zu den bekannten gehören, 
das Problem des graphischen Knbikwarzelsicbcns aber spftter ohne* 
hin dnndi iwockmftssigere Verfahren gelöst wird, so kann die con- 
stractife DnrcbfAhmog eines bieber gehörigen Beispietes demnach 
fOglich nnterbleiben. 

Behandlung der kubischen Gleichungen. 

Schneidet man die zwischen einem Kreise nud einer Parabel 
möglichen Tier Tangenten dorch eine beliebige Transversale, so re- 
prftsentiron die Strecken von einem gegebenen Pnnkto derselben bis 
za den erhaltenen Schnittpunkten mit den ersteren die vier Wvneln 
einer biqaadratischon Gleichung * die sich znr Berechnung jener 
Strecken ans den Tangentenbedingnngen unter Yoraassetznng der die 
Grösse und Lage des Kreises gegen Parabel und Transversale be- 
stimmenden Dimensionen aufstellen Hast Kreis, dann Scheitelan- 
gente und Brennpunkt der Parabel bilden beziehnngswelBe Grund- 
kreis, Leitgerade und Fixpnnkt für Anwendung des Gmndverfahrens, 
wobei also die Tangentenschenket der rechten Winkel jene gemein- 
samen Cnrventangenton darstellen werden. 

Soll nun aber durch einen solchcu Transversalschnitt die Lösung 
von kubischen Gleichungen erzielt werden, so ist untwcd< r eine jpiier 
vier gemeinschaftlichen Tangenten selbst als die bekaoute Irans- 
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versalc der übrigen drei zu nehmen , oder aber allgemeiner cino be- 
liebig aelegte Transversale mit den vier gemeiuscbaftlicben Tangenten 
zu schneiden, von welchen jedoch eine, als durch die speciello Lage 
der Grundfactoren bekannt oder pefj:cbcn vornnsgcsetzt wcrdon muss. 
Der dieser letzteren entsprechende Wurzelwert auf der Transversalen 
ist iiQu gleichfalls bekannt und reprüsoiitiren die den übrigen cnt- 
sprtchotidi'i), solrhe einer Icubisehen Gleichung. Zum vorliegenden 
Zwecke werden nur jene Transversalen braoehbar sein , fUr Tvolcho 
die aufgestellten Gleichungeu der Schnittpunkto Coeffii icnten dor Un- 
bekannten aufweisen, die sich in einfachst inöpli(h( r Form aus den 
Grössen- und LageDdiniensionen dor Grundfact(ircii zusammensetzen. 
Der S{)ielraum in der Wahl bei der Lage der Grundfactoron und 
Transversalen ist wohl bedeutend und lässt sich von vorneherein auf 
die Existenz von nichr als einer Löannpsmethode einer Gleichung 
schlinssen, dass man für einen Specialfali mit Rücksicht auf 
fachhcit und Genauigkeit wird auswählen kdnneo. 

In der Thterie der knbiscfaen Gleiehmigeii bildet die Losung der 
eioen inibiiebeii OleicboBg 

s 

y'— a — 0, d- i. « — y a 

den Ausgangspunkt fbr jene der redneirten; bei der graphischen Be- 
handlung erglebt sieh die Methode des Kubikwarselnehens als ein 
spccieller Fall der LOsung der allgemeinen kubischen Gleichung oder 
indireet ans jener der rednelrten. Die Tollstftadigen Gleichungen 
können sofort in ihrer gegebenen Form zur Bohandlnng gelangen, 
ohne dasa es nOtig wird, wie dies bei der AnflOenng in gewöhnlicher 
Weise zu geschehen pflc gt , dieselben Torher anf reducirte sn tnu»- 
fonniren. 

Die allgemeinste Form der vollständigen knbischen Gleichnngen 
mOge darch 



dainestcUt sein, wobei unter b und c nicht blos die 
Werte der Coefftdenten, sondern anch ihre Qnalttfttswerte miteinbo^ 
griffen sein sollen. Bekanntlich bat diese Gleicbsng, Je nachdem 
der CoefBcienten-Ansdmck 



(36 — a») (9c — o*) 



<0 
= 0 
>0 



ist, bezieh uui^s weise 1 reelle und 2 imaginäre, dann 3 reelle, darunter 
2 gleiche oder 3 reelle von einander verschiedene Wurzeln (irru- 
duciblor Fall), piese Unterscheidung wird jedoch bei der graphischen 
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Uebandlmig ira Allgemeinen die Mothnde Dicht beeinflussen Alle 
knbischcn Gleichnngen besitzen wenigstens eine reelle Wurzel und 
inijss dieselbe stets durrh das mechanische Verfahren erhalteu werden 
kuiHien , während die beiden anderen, wenn reell — auch direct, 
wenn imaginär — aber durch Lösaug einer weiteren Aufgabe von 
der 2teu Ordunng sich ergeben niüssou. In dem Falle zweier ^dei- 
cher Wurzeln, lassen sich übrij^ens die Werte der Wurzeln rational 
durch die Coeflicienton ausdrücken Unter Voraussetzung, dass obiger 
DctcnuiBautenausdrack verschwindet, wird alsu die gleiche Wurzel 

, 9c— ab 

ttud dio davon vorschiedeito dritte Wurzel 

y»--(2y,+a) 

Liefern diese Ausdrücke die unbestimmto Form so ist dies dn 
Zeichen vom Vorhsndensein dreier gleicher Wurzeln, deren Bestehen 
also an die Bedingungen geknüpft ist, dass 

9c » a5 uod 36 = 

wird, womit das Gleirhungspolyuoin in ciuea vollständigen Kubus 
übergeht, und die gleiche Wurzel den Wert 

a 

i'i "=* ^» ^ Z^s =^ — 3 

besitzt. 

Behufs Aufstellung der analytischeu Ausdrücke für die Trans- 
vcrsalschnitte wird folgende Wahl des Achscusystems zweckentspre* 
cbcnd Si'itt. 

Wir haben nach früher eine gemeinschaftliche Kreis-Parabel- 
Tangente als bekannt vorauszusetzen und nehmen dieselbe (Fig. 3.) 
gleich zur y Achse, w&hrend wir den zum Borühmogspunkt des 
Kreises gehörigen Durchmesser als Lage der r Achse wühlen. Der 
Fiipunkt F, darauf bezogen , hätte die Goordinaton e und f, und die 
Leitgerade L muss in der Höhe / über dem Ursprung die Achse 
schneiden, ist aber sonst in der unabhängigen Neigung <p gegen die 
X Achse vorauszusetzen. Der Kreisradins sei mit r bezeichnet 

Eine unbestimmte Kreistangente 

" + '--1-0 
n ' m 
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mit don Achsenabschmtteii n and m, bat sich mit dem aas F darauf 
errichteten Lote 



auf der Lcitgeradeo L 



bediagnogsweiflo in einem Paukte za Bchneiden. Dies ist aofort in 
dem Yerschwiaden der Reanltante dleneB GloiGbangssyatemSf also in 



1 

~ » 
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— 1 
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— 1 
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-1, 


n 
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1, 


— tgqp. 


-/ 




1, 




-/ 



aasgedrackt Nach leichter Rednction ond Aaswertung der Deter- 

a 

minante findet man für - die Gleichang 



(e — / tg 9> 4- « tg «p) 4- e tg +/ — n 

TO 



0 



Daram nnd ao8 der Bedinguug, dasB n und m einer Ereistaugcnte 
angehören , ergüben sich (zur Elimination von m) die beiden Werte 



für - in 
m 



n f -\- i'igop — n 

» ^ /*tg 9 — « — I» tg 9^ 



n« — r> 



Ordnet mau die letzte GleichstoUang nach n, so ergibt sich zanächst 
eine Bedingung hiefOr in 

n^— (/— extgg'+2rxtgqp)n^4-r(2/ctgq?-{-2«— »•).n+r*;{/— öCtgv)«»»0 (1) 

n 

Eioc zweite rcsultirt durch Einführung der beiden Werte von - in 
die Tangeutengleicbung 

yH"« — — « 0 
und erscheint nach Ordnung f Or n in der zweifachen Form 
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(«— 2r;n^-^2ry.n— r«a^=0 \ 

. »*— (H-«Ctg94/--ectg9)iH-[«(/'ctg9+«)4^.^^ 

Nimmt man daher obige Gleichuug (1) am besten mit erstcrer der 
letzten (2) zusammen und elirainirt daraus m, so muss sich als Aus- 
druck für die drei gcmcinschaftlichon Tangenten zwischen Grundkreis 
und Parabel („XL, F") ergeben. 

Es wird nun nicht nfttig die Elimination für den allgemeinsten 
Fall durchzuführen , weil für zweckentsprechende Traumnalachnitte 
die AusdrQcko durch einfache Substitntioncn erhalten werden können. 
Solche Transversalen, für welche Toranssichüich bemerkenswerte 
Ausdrücke sich ergeben dürften, entnimmt man aus den Tangenten* 
gleichnngen (2). Diese liefern für die Schnittgeraden 

as -= 0, « — 2r und (/— «ctgg))y + (/ctg9 + c)x =0 

beziehiingiweiM die Werte Ar das zn eliminirende u In 

•->i und n^{jf+9C^9+f^et!igip)\ 

9 

hlovon wollen wir im AUgemdnen jedoch nur vom ersten, das ist 
dem Schnitt der y Achse Gebrauch machen und die letiteroa nur fftr 
spedelle Lagen von F nnd L spAter sor Anwendung bringen. 

Die Gleiclmng für die Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Kreis- 
Parabel-Tangenten (oder Tuugonton-Scheukel der „angelegten*' rechten 
Winkel; mit der y Achse ist demnach, obige (1) in y geschrieben: 

«ctg9>+2rctg9)y*-fr(2/'ctg<H-2c— r)y-f(/— «ctg9)r*-0 (I) 

Vergieicht man dieselbe mit der vollständigen kubischen, so er- 
geben sich zur Berechnung der Grdssen r, ctgv, « und / nur die 
drei Gleichungen 

a— — {/"— cctgg3 4-2rctg<p) 
fr « r (2/ctg -f- 2« — r) 
« =r*(/— «ctgg)) 

wobei also eine Unbekannte noch willkflriich anzunehmen bleibt Als 
diese wird offenbar der Gnndkrelsradins r zu wählen sein, und man 
findet aus der ersten nnd dritten den Wert Ton 

Ctg<P=5 

wodurch sich zur Bestimmung von « nnd f ans den beiden letzten 
die Beziehungen herleiten 
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(g) 
(g') 



Statt dietelbeii nach « vaA f Mfinltaii, kann man bemerken, dasa 
sich /) einfiuber eigilit ans dem Sdinitt der beiden dnrch die 
letzten GleidinngeB reprftsestirten, anfdnander aenkrechten Ge- 
raden g und ^. Biese selbst werden am raschesten dntvb ihre 
Acbaeneehnitte nnd gm^' za verzeichnen sein. Um gleich für alle 
FftUe die AnsdrOcke znsammenznstellen, hat man für die redaeurten 
« M 0 und für die einen kubischen Oleiehnngen a » 0 nnd h^O 
zu setaen; ansserdem dflrfte es in den meisten Fitten TortaUhaft 
sein, den GmndkreisradiQS r gleich der ConstmctioBseinhcit zu wäh- 
len, woflLr die Ansdrflcke noch angegeben werden mdgen. 



A. YolUtäudige kab. Glcicbuugeu. 
r allgemein nnd r &= i 



9* 



2r » 
2re 



c + ar« 



99 — 



6 + 1 
9» " ~J ♦ 



a-|-c 



Für ob^en Wert von ctg 9 kann man demnach einführen 

Ctg9 



e+tu^ c+a m^9M __99^ 

^ 2. 9it 9* 



woraus man sogleich erkennt, dass die Leitgerade L entweder pa- 
rallel UUift an den besflglich den Coordinatenachsen zar Geraden g 
an verseichneodcn symmetrischen Linien oder aber anf jenen der 
Geraden ^ senkrecht steht 



9* 



2f 



B. Bedncirte kab. Gleiehnngen. 

r allgemein und r — 1 

(6+rV 



9w= — 



9x 3r, 



99 



e 



dg» SM 



9* 



99 



b+1 



9b'-% 
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C. Beine kub. Gleichungeii oder y — V— c. 




e 



9¥ 



ctg9> wie oben. 



Du ganze Yerfahron zur graptiiscben LOsang von knbischen 
Oleichuagen beitebt zuerst in der Verzeicbnnng der Grandfactoren, 
an weldie dann der recbte Winkel „anzulegen** ist, desien Taagenten- 
scbenkel anf der y Acbse die verlangten Warzelwerte abschneidet. 

Nach zweckmässiger Wahl in der Grosso des Grandkreises wird 
man den Fixpnnkt F darch den Schnitt der beiden Geraden g und g' 
darstellen. Von den letzteren verzeichnet man zuerst die, einfachere 
Ausdrücke der Acbsenschnitte aufweisende g\ während g durch den 
Punkt gx auf g' senkreclit zu führen ist und F bestimmt. Wird 
dessen Ordinate auf der // Achse irgendwie übertragen, so ist durch 
den erhaltenen Punkt Oj Achsenschnitt) die Leitgerade nach der oben 
n&her angegebenen Richtung zu führen, oder man kann auch den 
X Achsenschnitt der letztern bestimmen, wenn man die Grösse gx auf 
der X Achse vom Abscissenpunkt e des Punktes F nach der dem 
Vorzeichen von entgegengesetzten Richtung abträgt Die Con- 
struction der Ausdrücke wird selbst bei allgemeinen r, die nicht in 
Masszahlen ausgedrückt zu werden brauchen, verhältuissmässig ein- 
fach und soll deshalb hier,nicht weiter darauf eingegangen werden. 
Ergeben sich die Gnindfactoren in einer für die Anwendung des 
mechanischen Vorfahrens ungünstigen Lage, so kann dieselbe bei 
Acnderung des Wertes von r stets leicht behoben werden, was als 
Vorzog der Methode bezeichnet werden muss. 

Schleifende, nngenane Schnitte der Tangentenschenkei mit der 
y Achse werden eintreten hei extrem kleinen oder grossen Wnrzel- 
werten (in Bezug anf die Grösse von r genommen). Um in solchen 
FftUen die Schnittpunkte genauer zu erhalten, wird man im crsteren 
den scharf bestimmten Berflhmngspuukt des Tangentenschonkels und 
Gmndkreises mit dem Punkte x ^ 2r verbinden und hiozn die Pa- 
rallele durch den Kreismittelpnnkt ziehen, welche nun anter sehr 
günstigem Winkel die y Achse im verlangten Punkte trifft. Im zwei* 
ten Falle — bei grossen Wnrzelwerten — verzeichne man sich den 
zum Coordinatenurspmng bezüglich des Tangentenschenkels symme- 
trisch gelegenen Punkt und hat dann durch denselben auf dessen 
Verbindungslinie mit dem « Achsenschnittpunkt des Tangenteaschen- 
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kels eine Senkrechte zu erricbten. Diese wird nuu in einem doiipolt 
80 grossen Winkel als eben der Tiinj^cntonschenkel mit der y Achse 
einschliesst, die letztere im verlaugton Punkte treffen. Sollte selbst 
dieser Winkel für die Genauigkeit des Schnittes noch zu klein sein, 
80 ist er nach demselben Verfahron weiter zu verdoppein o. s. f. 

i 

Zur Constructiou von V— c «oll noch bemerkt werden, dass bei 
grosseu Radit anden die Wahl von r = 1 unzweckmässig wird, und 
r als beliebig grosse ganze Zahl zu nehmen ist, wodurch ein ge- 
naueres Resultat erzielt worden kann. Die Fixpunkte F für sämrat- 
licbo Werte des Radicanden von — qo bis -|- oo liegen alle auf einem 

r 

Kreise, der aber die Paukte s 2 « ~- 3r, aU DurchmeMer* 

enden, beschriebou werden kann Gleichzeitig wird man hier stets 
die graphische Probe Uber die Richtigkeit des Resultates durch- 

ftthreD (Fig. 4). Man hat behufs dessen den Punkt ys^V— 0 mit 
Pankt « •** + l ^ verbinden nnd hiesn dnreh den Pankt y — 
die Parallele bis zur « Acbse sn ziehen. Diese wird die Strecke 

X — — Vc* daselbst abschneiden. Bei richtiger Coustruction wird 
dann letztere Parallele lotrecht stehou auf der Yerbinduugsliuie dieses 

Pnnktes 9 — V«* mit dem Punkte y e. 

Ein Verfahren für das graphische Kubikwurzelzichen, bei welchem 
für beliebige Werte des Kadicaudeu immer derselbe Fixpunkt für 
das mechanische „T^ inkelanlegeu" zur Benutzung kommt, soll später 
indirect aus der Lösung einer reducirtcn Gleichung abgeleitet werden. 

Darstellnng der imaginären Wnrzelwerte. 

Einer wesentlichen Ergänzung bedarf vorstehende Lösungsmethode 
dann, wenn die gegebene kubische Gleichung nur eine reelle Wurzel 
hat, inden» es sich um die Darstellung der beiden übrigen imaginären 
Wurzeln handeln wird. Das Kriterium dieses Falles wurde schon 
oben augegebcQ und hiezu bemerkt, dass letztere Aufgabe nur mehr 
eine solche 2ter Ordnung ist. den reellen Wurzelwert, der immer 
dnrch das mechanische Verfahren gefunden werden kann, als bekannt 
Toraussctzend. Werde derselbe mit bezeichnet, so ist das Glei- 
chuiigspolynom durch iy — ir^) teilbar, und der Quotient der Division 
ist die betreifende Gleichung 2ten Grades, deren Wurzeln die fehlen- 
den der kubischen sind. Man bat also: 

(y* + oy* -\'h-¥c)'{y- «^1) =• y^ + («j + o)y + b^i («'i + a) + — 0 
da Toraussetzongsgemüss 
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aici^ -\- btp^ -\-c 0 

sein muss. Die Woneln der quadratischen GleichmiSf deren Coelifi- 
cionten wir mit 

lOi+a = 2« and {2i»^u+h) = ß* 

bezoicbnon wollen, tluilen sich als complexe Zahlen, in Punkten der 
Ebene dargesti'Ut, in welcbcn der Kreis ans dem Ursprung als Mittel- 
punkt mit dem Radius ß bescliritbcn von der durch den Punkt 
y= — a zur x Achse gezogenen Parallelen L'cscbuittcn wird. In 
Fig. 3. ist das Beispiel der graphischen Lösung von 

durchgeführt und wurde nach Verzeichnung von F und /. (bei der 
Annahme von r 2) die reelle Wurzel «r, >^-|-3 orhaltuu. Somit ist 

««+1, ß^^n and ITV^ 

Fflr redncirte Oleichnngen wird 

Fflr die reinen kabiachen oder die Knbikwnrzel ist dann 

to-, _ 

d. h. die Pnnkto u^i, i^tt ^ welche die gleichnamigen Wniselwerte 
daratellen, sind die Punkte der Dreiteilnng des Krdaea mit dem 
Badins ir^ ans O, In Fig. 4. kamen sie gleichfietlls zar Verzdchnnng. 

Eine zweite Methode der Darstollunt,^ imaginärer Wnrzclwerte, 
die mehr wissenschaftliches Interesse hat, soll an demselben Glei- 
chungsb('iR])!ele der obigen P'ig. 3 nnn in Fig. b. durchgeführt wer- 
den. Mau gelaugt hiezn durch folgende Betrachtungeu. 

Nachdem durch das mechanische Verfahren ans JT, L und F der 
reelle Wnrzelwert, also Punkt al^eitet wnrde, hat man m be- 
denken^ dass die noch fehlenden Werte in den Schnittpunkten des 
imaginftren Tangentenpaares zwischen Gmndkreis nnd Parabel (LF) 
mit der transversalen y Achse reprftsentirt sind. Dieses heisst mit 
anderen Worten, sncht man snorst den reellen Contingen^cpnnkt dieser 
coiUngirten Tangenten, so sind die Punkte^ welche die imaginftren 
Wnrzclwcrte darstellen, die beiden imaginftren Doppelpunkte jener 
Pankteinvolntion, die auf der y Achse durch eine StraUcninvolntiou 
erzeugt wird, welche für jenen Contingenzpunkt als Trftger in Bezug 
auf einen der Kegelschnitte (Kreis oder Parabel) gegeben enebtint 
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Die imaginären Doppelpnnkte aber ersetzen sicli dnrch reelle der 
Ebene, die zn beiden Seiten des Trägers {y Acbse) als Mittelpuokto 
von rechtwinkligen Strahleninvolutioneii auftreten, die zur Punkte- 
invoIfitioTi perspectivisch liegen. Es kommt also zunächst daranf an 
jeiipii roellrn Contingcnzpunkt der beiden imaginärfiii gemeinsamen 
Krjis-Parabeltangenten — wir wuUeu ihn mit » bezeicliuen — aus 
dem bekannten Contingeuzpankt «r, abzuleiten. 

BebofB dessen suche mau den Scfanittpnnkt P der homologen 
(BcrflbningspunktSTerbiiidongon) OT und OpTp, so ist derselbe der 
Scbnittpnukt joner beiden gemeiuschaftlichon Kreis-Fmbel-SecanCen, 
die als CoUineationsacbsen sowohl zu als ancb « als Contra einer 
eollinear verwandten Znordnnng von Kreis und Parabel genommen 
werden kOnnen. Es rauss daher die gemeinsame Polare fp des 
Punktes P in Bezug auf Kreis und Parabel Jenen Punkt » enthalten. 
Zieht man eine jener gemeinsebafUichen Kreis-Parabel-Seeanten dnrch 
P, deren Richtung AX(o durch die Gegenachse bestimmt Ist 

(welche eine Kreistangente zu dem dem nnendlichfemen Punkte 
der Parabel ontsprechonden Kreispunkte u sein mnss), so schneidet 
dieselbe die vorhandenen Kreistangenten der iO| in d und 6\ Ver- 
zeichnet man sich die ans den letztern Punkten noch möglichen 
zweiten Kreistangenten nnd ordnet nun die Berftbrnngspunkte • und q 
besiehnngswelse Jenen 2> und Op zu, so mttssen sich die Strahlen 
«7>, tpT^ sowie qOp auf der Polaren pp im fraglichen Contingenz- 
punkte m schneiden; ist nftmlich der dem Krei^nnkte « homologe 
Parabelpunkt nnd ftllt hier zuffiUig mit dem Parabelscheitel zusammen. 

Nachdem cd gefunden ist, gibt das rechtwinklig entsprechende 
Strablenpaar der Involution d. i. moR^ aR' die beiden entsprechenden 
Punkte R und R'^ über welche als Durchmesserenden der Kreis % 
zu verzeichnen kommt. Ein zweites Punktcpaar würde gleichfalls 
einen solchen Kreis liefern, der wie x jene imaginär ersetzenden, 
reellen Punkte der Ebene cntbaltcu müsste. Einfacher werden die- 
selben aus dem Tnvolutionscentrum J abgeleitet, da sie im Schnitte 
des Kreises a mit der Senkrechten wy/n-.^ durch ./ g( fuhrt, gk ich- 
f;ills «ich ergeben müssi ii. Das luvolutionscLiilruin J aber bcstinunt 
Bich durch den Strahl ./^ /, welcher dem durch o) zur y Achse parallel 
gezogeiiuii Stralü der Involution homolog ist; der Punkt / auf der 
T Achse gelegen — ist der l oi dieses Strahlca als Tulare bezüglich dcb 
Kreises. 

Die erhaltenen Punkte tr, und « j sind die Träui r jener recht- 
winkligen, zur Puukteinvolution pcn^i f t tivlsch Hegenden Strahlen- 
iüvolution, und zugleich die graphische Darstellung der complexen 
Werte der noch fehlenden imagin&rcn Wurzeln unserer gegebenen 
kabiächen Gleichung. 

2* 
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Das vorstehende Verfahren kann aucli in dem Falle anircwt mirt 
werdeu, weuu die kubische Gleichunf^ drei reelie Wurzola hat und 
einer oder zwei dieser Werte sich durch das mechamscbo Verfahren 
uDgeaaa ergeben würden. 

Man kann jedoch in einem «eichen Fälle znr genaueren Bestim- 
mung einer der Wnrzelu eine ans der Theorie der kubischen, fftr 
redndrte Gleichungen geltende Relation benutzen. Verlegt man nftm- 
licfa den Urspning d. i. den Anfangspnnkt der Zählung um die 

Grösse ^— ^ uach 0\ so werden bekanntlich für den nenen Ao- 

&ngspunkt & die Wnrzelwerte zu solchen einer redncirten Gleichung 
und ftlr diese gilt der Satz, dass die algebraische Summe je zweier 
Wurzeln gleich ist dem Entgegengesetzten der dritten. Sind also 
zwei von den Warzelwerten genau, so l&sst sieh darnach der dritte, 
unsichere coirigiren. 

Transversalschnitte fttr speclelle Lagen 
der Grundfactoren. 

Obwohl im Vorstehenden das l'roblein <ler mrchanisch-graphischcn 
Lösung der kubischen Gleichungen im Allgtuieinen und Speciellen 
durchgeführt erscheint, sollen hier doch noch einige Trausversal- 
schuitte hervorgehoben werden, welche bei besonderen Lagen von L 
und F gegen A' bemerkenswerte Resultate liefern, die sich zwar 
weniger für vollständige, aber recht gut für redacirte kubische Glei- 
chungen verwenden lassen. 

Liest man die Leitgerade mit der y Achse zusammenfallen, 
so ist in obige Gleichung (1) 

ctg9 — 0 
einzuführen, wodurch sie übergeht in 

«8-./i,f-j_r(2« — r)n-|-/r* = 0 (3) 

und mit 

(«— 2r)««+2ryii— - 0 (2) 

zusammen zu nelimen ist, um die unbestimmte Grösse n zu climiuiren. 
Dies kann wieder im Besonderen geschehen für a; » 0 uud x 2r, 

welche beziehungsweise liefem » « y und n » — Damach werden 

3/ 

die Ausdrücke für den y Acbsenachuitt, respective den der parallelen 
Kreistangente 

y ^ - /y* + ri2e- r)y -\-ff»^0 (4) 
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Mit ersterem Imseü sicU Oleichangen bobandelu vou der Form 

— a^±Äy+c = 0 

mit letzterem die anter die Omppen 

gebörigen bei beliebiger Yariatioii der Torseieben yon a und e, 
Hiebei sind aber unter h und e nnr die nnmeriflcben Werte der 
Coeffidenten ventandeo. Gleicbzeitige Aendemng dar Yorzeicben 
TOtt a and c in die entgegengesetzten nnd die Beibebaltang des 
Zeichens Ton 6 involTirt nnr den Uebergang zu einer Gleicbnng mit 
den nnmeriseb gleieben aber entgegengesetzt bezeicbneten Wurzeln 
der ursprflnglichen. 

Die Vergleiche der allgemeinen Formen mit (4) und (5) ergeben 
Kclationen, ao3 denen sich die BestiiuDiungsgrusscn r, c und f leicht 
durcli die bekannten Coefticicuten a, b uuii c reell aufidnn l(cn lassen. 
Es möpjo jedoch nur darauf hingcwicsca werden, da dti Ausführung 
weiter keine Schwierigkeiten bietet Uebrigens lassen sich diese Re- 
saltato nicht so zweckmässig anwenden, als jene, welche sich bei der 
allgemeinen Lage von L ergaben- Diese Bemerkung gilt übrigens 
auch, far die wenigen noch später zu entwickeindoa allgemeinem Fälle. 



Specialisirt man die Abedsse des Fixpunktes F auf « 2' so 
ergibt sicli fOr den Ausdruck (6) die reducirto kubische Gleichung 

(U) 

die filr nnsem Zweck sofort Terwendbar ist 



Die Ausdnuko für andere Transversalschnittc leiten tyich aus 

dem Eliminationsresiiltut von 71 aus obigen Gleichungen (3) und (2) 
ab. Dasselbe ist dargestellt in: 

r(2«--r) /r* 0 

X — 2r 2ry — r*x 

2rif — 0 

— r%? 0 0 



1 

0 

0 

ü 



— / 

1 

0 

■X " - 2r 



0 



r 

0 

0 y 
0 r 
0 — 2r y 



— « / 0 

0 2«— r f 
r 2y —X 
y X 0 
r 0 0 



ff— 2r 2rif 

oder durch eine Determinante niedrigerer Ordnung ausgedrückt in 



r 

r{f-\-y) (<»+/y) — r(2e— r) 2ry 



-0 
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Für sr « 0 bekommt man die Schnitte mit der m Acbse in der Glei- 
chung: 



Trueformlrt man dieselbe Ton « aaf - 17, so folgt die eii 

ij»-2(&-r)i,»--|:r»-(2e-rW^|+&/«- 0 (6) 

Die Wnrzcln n sind dann die Ordiuatcn in den x Achseuscbnitt' 
punkten bis zu der dorch den Ursprang gehenden Geraden 

e 

r 

D^^r Ansdrack (6) kann wieder dienen allgemeine Gleichungen ?on 
der Form 

zu behandeln, wobd beliebige Variation der Yoneichen Ton « nnd « 
gestattet ist 

Setzt man in (6) wieder Abscisse « ~ ^9 so erhält man die 
T^^^nxxet» Gleichung 

ij>~/*«i3+/»r = 0 nnd ij = ^ (Ul) 
also lllr die x Achaet 

a:»— 4/»« + 8/«r-0 

Es mag noch der Ausdruck für die Schnittpunkte einer Trans- 
versalen aufgestellt werden, die durch den Mittelpunkt des Kreises 
gehend, senkrecht steht auf des letxteren Verbindungslinie mit dem 
Fixpunkte F\ eine solche ist in Fig. 6. Terzeichnet. 

Die auf der Transversalen vom Mittelpunkt des Kreises als An- 
laiigspunkt o zu zäUleuden, durch die Tangenten abpeschinttcnen 
Strecken seien mit z bezeichnet, der Neigungsw^inkcl der Transver- 
salea zur X Achse mit er, die Strecke oF mit « und das Tiansver- 
saleuhiück vom Mittelpunkt, des Kreises bis zur y Achse mit Daun 
sind in obige Determinante folgende Substitutioucn einzuführen: 
yM4UBo, r— e — /uno, /»«cosa 
»-•r+fCOS«, «r-|-/^ r(«4~«C0Ba) 

Hebt man die Factoren r weg und zieht die dritte Ton der ersten 
Colonnc ab, so wird: 

soosa «sin« r — seo«tt| \z 0 r — scosa 

— «Sino A COSa r -f- cos ft' = ,0 * r-|-«C0Sa =0 

«Cosa — asina «sina-^scosa Zssiuoi |« * 2s8tno 
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Führt man schliessliuU nock 

r 

tmc 

Cosa 

ein, 80 folgt die letzte Form ond ihre Answertang ia 

0 8 « + a — 2* tg = 0 (7) 

s M 2atgo 

Ava <» 9 und « Iftsst sieh sofort wieder 

r — IGOS«, /— «GOsa, e — r— /sin« 
durch Constractioii herstellen. 

Der Aosdnidt (7) Icann wieder mit der aUgenieiiieii Form 

«• J- 05* — 6a i C = 0 

fikr beliebige Vorzeichen von a and e vergliehen werden und liefert 
einen immer angebbaren Winkel er, sowie # ond t reell durch o, ( 
und € augedrAckt 

Zam Uebergang aaf eine redndrCe Gleichung hat man wieder 
in (7) 

( — 3«tga oder r 2t aina — 2(r—e) d.i. « ^ 

zu specialiairen und erhält damit: 

A+*%-o av) 

Zur Anwendung dieser Gleichung dürfte sich die AnordnuDg in Fig. 7. 
eignen, welche aas Fig. 6. durch Rechtsdrehnng um den Winkel 
(90-f-o) entstanden ist In Fig. 7. ist also die y Achse Transversale, 
F* liegt auf der r Achse, während eine Kreistangente von x Achsen- 
Neigung a als Leitgerade L auftritt. Bei der Coustruction wird man 
t und 2m auf die Achsen von O aus auftragen, um in der Verhin- 
duQgsliuie der erhaltenen Funkte die Leitgorade L dar/ustellcn. An 
dieselbe ist der Grundkreis A' berührend (aus dem Mittt li unkLc u) 
zq beschreiben. beiludet sich im Abstände s vom Mittelpunkte. 

Die bis Jetzt erhaltenen redncirten Gleichungen haben als charak- 
teristisches Merkmal den negativen Goefficienten der ersten Potenz 
der UnbekMuteo. Damit sind also alle FftUe erledigt, die unter die 
Form 

gehören, wobei die doppelten Vorzeichen des lct7,ton Teiles gleichcu 
aber entgegengesetzt bczeicbueteu Wurzeln entsprechen. Da den 
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abtolateo Werton toh p nod q keine Sdnaiiken gesetzt tmd, so kt 
aach der FftU mit swel glefchen« und der irredndble mit drei ver- 
sehiedeneD redlen Wurzeln miteinbegriffen. Die erbiltenen Gleidinn- 
gen bnben anch das Oemeinsame der voranaznsetienden Bedingung, 
dass die Ahaciase von ^ d. L 

r 

zn nelunen ist 

Worden ansere Kcsaltate der obigen Form, die als cogcbcnc, 
auf/.'il^t-^ nde Gleichnng gilt, gcgenübiT g<.st« !!t. so hokonimt inau für 
die < uBtructioD der Groiuliactorea folgende WerU der hicza nötigen 
Dimeuäioaen, und zwar 

bei(U) r«V|,, /-~=-|* 

bei (IH) - 0, / - Vp, ■"/»■" I 

beldV) + *-Vi», *-| 

Eine zweite besondere Lage der Gmodfactorcn geht aas der 
allgemein«! ber?or, indem man F in die « Acbse versetzt. Darnach 
ist in Gleichnng (1) das /= 0 zn setzen, wodurch sie übergeht in 

«»— (2r— e)ctg9»*+K2e— r)n— r*«ctg^p =s 0 ' (8) 

Du sc iKibcn wir wieder behufs Elimination von n mu ubiger Glei- 

cliuug (2) zubammeuzuhalten. 

Die einfachsten berrorznbebenden TransTersalschnJtte sind aneb 
hier wieder 

fir s = 0, wodurch n = y 



cinzuBCtzen kommt. Damit werden aas (8) die folgenden: 

yS_(2r^e)ctg9|f*+r(2«-'r)y^r*<ctgqi» = 0 (9) 
yS+!lZ^^tgg>yS^2r^^_^^^ — 0 (10) 

' Von diesen ist jedoch nur entere (9) ?erwendbar znr Bdhandlong 
der vollständigen Gleiehnngen ?on der Form 
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Die and rn Fälle bei positivem h sind nur bcdingungsweiso zu lösen 
mugiicii. Es mubä uuuiiiclx uaracriscU gcuommcn 

sein, damit das r aus dem Vergleiche der Cocfficieutenausdrücke sieb 
ergebtu kauu. Die Ausdrücke für r, c und ctgqn durch a, b und c 
sind überhaupt weuiger einfach zu construiron und das ersto allge- 
meine Yerfahren vorzuziehen. 

Bei Specialisimng toh « « 2r folgt aus (9): 

y»+3r*^ — 2r8ctg9 — 0 (V) 

und bei jcDer fon « — ^ ans (10): 

y»+8rV— 2r»tg9 -=» 0 (VI) 

Diese rcducirten Gleichungen siud für corapkmcutärc Winkel ein- 
ander gleich, so dass für c » 2r uud einem bestimmten <p auf der 

y AcliBe dieaelbon Wimelwerte erscheinen als fOr e » ^ und dem 

Winkel (CK) — qp) auf der parallelen Tangente x 2r. Es braucht 
demnach nur der Ausdruck (Y) wciterä berücksichtigt zu werden. 

Derselbe lOst dqq die rodncirten GleichungeD von der Form 

mit cbarakteristisch positiTem j», und erhillt man beim Vergliche mit 
(Y) sofort: 

Die Gleichungen dieser Gruppe haben bekauutlich bei beliebigen 
Dumeriächen Werten von p und q stets eine reelle and zwei imagi- 
näre Wurzeln. 

Ton Interesse ist die Ausnutzung der Gleichung (Y) zur Auf- 
Stellung eines besonderen, indirecten Verfahrens des Eubikwurzel- 
riehens aus einer beHebigen reellen GrOsso, das gegonftber dem be- 
reits oben durchgeffthrten zweckmässige ConstmctionsTorteile gewährt 

Graphisches Kabikwurzelziehen. 

Zur Einfachheit der Ableitung des Verfahrens köTinen wir im 
Folgenden den Grundkreisradius r * 1 setzen und erhalten damit 

■ 

y3 + 3y — 2ctg9) — 0 (V) 
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80 dass 

3, 5 — 2ctg(p 

wird. Löten wir diese Gleicbong trigonometrisch auf und nennen 
den orsten UilÜBwinkcl Xi zweiten t^, so folgt bei noseren CoeM- 
cieaton p and q nach bekanoten Formeln: 

tgx — tg9> d. i. X = 9 

somit 

% 

Ctgt^' « ^ctg| 

nnd die reelle Wurzel 
Setsen wir 7 in der Form 

Ctgg =- Z 

untiT z eine beliebige reelle Zahl vorstanden, voraus, so können wir 
sehr leicht durch das mechanische Verfahren erhalten und kennen 
also damit t/;. Darnach ist in 

ctg^^ — y« 

die verlangte Kobikworsel gefonden. 

Es ist demnach nur nötig die Constrnction so anzuordnen, dass 
man bei coustanltiu Grondkreis und unverändertem Fixpunkt für 
beliebig viele gegebene Zalilen oder Strecken z sowohl die Wurzel- 
werte einfaL-h linden, als auch gleichzeitig am Kesultate eine gra- 
]>hische Genausi^lü itsprobe anstellen kann. Diesen Zweck dürfte das 
Arrangement in Fig. 8. erfüllen. 

, An den Gnindkrds, mit dem Radius r — 1 beschrieben, ziehen 
wir durch den Scheitel O die Achse der y oder wie sie in der Fignr 

bezeichnet wurde, als jene der y z und durch den scharf markirten, 
höchsten Punkt H die zur x Achse parallele Horizontalachso der 3. 
O und n sind die Anfangs-Zählpunkte für die bezeichneten Grössen 
ihrer Achsen. Nun trage man auf der obern Horizontal-Achse von 
H aus -^z nach rechts und, zum Zwecke der siniter durchgoführten 
Probe, dasselbe von O aus auf der y Achse nach abwärts auf. Her- 
nach l.i^c mau die Taugente durch den ersteren Punkt -f-s an den 
Kreis, so ist damit sofort der oben dcfmirte Winkel rp bestimmt. 
Es ist also nur die Leitgera<le L durcli O parallel zur letztfii r:iii- 
gcntü zu ziehen. Zeichnet man überdies au den Grundkrcis uucli 

— 1 

die parallele aweite Tangente, so schneidet diese offenbar — von 

II aua gurechuet liuks auf der Achse ab. Nun „legen'' wir durch F 
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an L und K den rechten Winkel „an'S so erhalten wir dorch den 

TangentenBchenkel auf der y Achse sofort in die Strecke 

3etg^ markirt Werden schliesslich znr VerUndangslinie 
die parillelen Tangenten an den Kreis gezogen, so liefern diese die 



Die 



Streeken ctg^ — i?« und ^tgif ""~)/^ ^ ^ v Achse. 

Endpankte der Strecken sind mit ihren Werten für den Anfangs- 
s&hlpuakt O bcaaünt, daher obige Bezeichnoiig der y Achse. Behufs 

der Genanigkeitsprobe bat man den Pnnkt mit dem Kreismittel- 
ponkt 0 in verhinden nnd hiezn die Parallele durch den nntera 

s 

Ponkt « (der y Achse) sowohl, als Jenen — 1/~ zn ziehen, welche 

anf der m Achse die Strecken y«* nnd j/^i, von O ans gerechnet, 
abschneiden mttssen. Ist das Eeaaltat genau, so muss die Yerbin- 

dnngslinie (y s, y «") anf diesen eben gezogenen Parallelen nnn aneh 
genau senkrecht stehen. IHe Parallele, die man dann dorch den 

Pnnkt znr obbenannten Terbindnngslinle zieht, wird anf der 

y Achse - markiren, von dessen Üebereinstimmnng mit jenem der 

Horizontalachse man sich zo tiberzeugen hat. Da durch dieses Probo- 
verfahren auf der r Achse diu Quadrate der Kubikwurzeln crhaltcu 
Warden, so ist dieselbe in der Figur darnach bezeiclinct worden. 

Jene Punkte der Ebene, welche die noch fehlenden complexen 
Werte der Kubikwurzeln darstellen, liegen bekanntlich für alle -j-a 
auf den beiden Strahlen, welche mit der -(-y Achse als dritten die 
Dreiteilnng des vollen Winkels nm O bilden und zwar in einer Ent- 
fernung von O gleich dem reellen Werte von y^. 

Sind die gc^ebciicu Werte von z numerisch sehr gross oder sehr 
klein, 80 vvird auch <p sehr klein und L für das „Anlegen'* dos 

rechten Winkels nngttnstig ansfallen. Man hat dann statt z nnr 



aafzutragcu, unter u eine beliebige rationale, ganze oder gebrochene 
Zahl 1 verstanden und erhält bei günstiger Wahl von n immer 
gute Verhältnisse für die Ausführung der Construction. Die daraus 

erhaltene Wnrzel ist dann der ntc Teil von y ?. Aber auch bei 
Werten von die sehr nahe der Einheit sind, wird eben <jp sehr 
nahe an 90^ nnd das Verfahren wieder unsicher, und wird man, nm 
dem ansznweichen, den Coeflicicnten n <^ 1 zn nehmen haben. 
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An merk II Hg. Mit dem graphischen KnbikwnrzelziebeD sind 
die LösoDgeii maocher Aüfisalion us der Stereometrie ver^ 
knflpft: 80 die YorwaodliiDgcQ von Polyedern in Inhalts^ 
gleiche Würfel, das Terallgemeinerte Oeli'flche Problem der 
Bestimmung einer INmension jenes fraglichen Körpers, 
welcher bei beliebig normirtem Inhaltsverhaltatss einem 
gegebenen KOrper ähnlich sei, n. a w. 

Aus den Tafeln folgert man leicht die u.ihoruncswtisen 
trigonometrischen Tangeuten der CciilriwinkL-l einer 7, 11 
nnd 13 Teilung des KrcisnnifaiiL'« s mit nachstehend ange- 
gebenen linearen Fehlern der Tcüangssehnen: 

300 J 1 
Es ist tg = y 2 bei einem Sehncnfehior von + jg| 



360 _W1 1 



^ " " " « 645 



360 ,/l 1 



♦8 13 =J 



11 11 «-6 1 Q — t y »1 1» 1» w 

Die Badicanden sind eben iHr die Anwendung bei beliebigen 
Kreisen ohne Voranssctsnng eines Bfassstabcs leicht henn- 
steilen. 

Bei den voHstandigcu kubischen Gleichungen wurde noch auf 
einen besonderen Trausversalschuitt hingewiesen, der dort durch die 
Gleichung 

»(«+/ctg9)4-y(/— CCtg(J>) « 1 

charakterisirt ist nnd ftr n als Snbstitntionswert in (1) ergab: 

« =/— «ctgtjp-j-^+'Ct^y 

Ffir unsere Spedaliaimng, wo F auf der x Achse liegt, bat man 
für die Transversale, da jetzt/-» 0 ist, die Gleichung 

d. i. aber unsere Leitgeiade L selbst. 

Xeuuen wir die Strecken, die auf derselben durch die Scheitel- 
punkte der anzulegenden rechten Winkel — gezählt vom Ursprung 
aus — markirt werden, so hat man zunächst za setzen 

sp = «cos9, ir = «sin7 

nnd erhftlt damit 

z — c cos qp 

** *° sia^ 
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Für die folpendcn Betrarhtungon wollen wir die bißherige posi- 
tive mit der negativen Seite der x Achse vertauschen, haben also in 
obiger Gloichuug {H) das -{-r durch — r zu ersetzeo, wodurch sie 
übergeht iu 

n3+(2r+6)ctgg)it>— r(2e4-r)i»~r*ect«97 — 0 (8') 

Entwickelt man von dem Substitationsresoltatc der Grösse n nur 
die Teile mit 2^, so lassen sie sich in den Ausdruck zusammenziehen 

%4 - (r — e}z* 
woiauä mau die weitere Bedingung 

entnimmt, für weklio l r Ausdruck des Transvcrsalscliuittes sich in 
einer rcdncirtcn kubischen Gleichung darstellen wird. Darnach ist 
in (8') zu setzen für 

» — r cos g> 

n : 

sinqp 

Naeh leichten Bedactionen folgt der einfache Ausdruck 

3r-3-i-2r^C08y = 0*) (VII) 

der mit der allgemeinen Form 
yergUchen fftr r und <p die Werte 



*y Kfirter lüa dnreli alle diese BpedelftiraDgeD erbilt man diesen Ans* 
drads dnrch die AnfiTasniiig, dsss die Streeken « nicbti anderes sind als die 
Badienvectoren für die Ptinkte der dnrch Grundkreis and Fixpankt F gege- 
benen KrcisfussponkticnrTa bezogen anf ein Folnrcoordinatensysteni. Dio 
Polaracbsc desselben verbindet den Kroismittelpankt mit F liom Mittelpunkt 
der Lotstrahlen, und der Pol des Systems ht der Schnittptinkt dicstr Geraden 
mit dem Kreise. Für ein repht\viiikli<;es Arhsonsystem mit dem Pol des obi- 
gen Systems aU Ursprung und der FulAiaehsc i\h positiver Seite der X Achse 
wird die Gleichung; der Kreisfnsspunktsenrvc bekanntlich 

worans dnrch Ucbcrgang anf das Polanyatem (x, 9} die Folargleicbang — 
mit obiger abereiMÜmmcnd — sich in 

a'—3r^ 4- 24^0089» — 0 

ergibt. 
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liefert Banns ericemieii wir aber sofort die Eirndtrinkujig in daii 
Werten der Coeffidenten dnrcfa die Bedingung 



wenn ein Winkel qp möglich sein soll. Obiger Ausdmck (Vil) eignet 
sich daher ansscliliosslich zur Behandinng des irredaciblen Falles 
der redncirten kubisclien Gleichungen. lu Folge des einfachen Zu- 
sammenhanges dieses Falles mit der ..Dreiteilung des Winkels'* kann 
die erhaltene Gleichung (VII) mit Vorteil zur Behandlung dieses 
Pröblems ausgenutzt werden. 



Setzt man wieder den Grondkreisradins r und flüirt den 
Winkd « — 180— 29 ein, so gebt (VII) aber in 



(— a) ist dann, wie aus Fig. 9. ersichtlich, nichts anderes als der 
Gcntriwiukel des Gmndkreises, der über jenen Bogen aufsteht, den 
die Leitgerade mit der Neigung <p von diesem Kreise abschneidet. 
Darnach sind die Wurzeln dieser Gleichung nach der bekannten 
trigonometrischen Lösung 



Wir orbalten demnach direct von einem Winkel a die Stli-ien 
Feities dritten Teiles, des Dntteig seines Explementes und dtjs oui 
• inen LMn/.ru l'nitani: v« rmehrteü Winkels — für den Grundkreis. 
Da alle drei Wurzeln der redncirten knhischen Gleichun;; in diesem 
Falle reell sein müssen, so kann für den ungünstigen Fall einer sich 
ungenau ergebenden Wurz l. dieselbe nach der algebraischen Summe 
der beiden anderen corrigirt werden. 

Verlängert man den schiefen Schenkel ? on « aber den Mittel- 
punkt hinanSi so erhftlt man von der positiTen c Achse an gerechnet 
den Winkel 180—«, der non ebenso behandelt weiden kann, wie 
früher ff, so dass der zngeh^^rige Winkel 9 jetzt in (90+9) Aher^ 
ging. Dann erhalten wir auf der nenen Leitgeraden L\ welche den 
Endpunkt des Winkel-Schenkels (180— a) mit O verbindet, offenbar 
sofort dnrch „Anlegen*^ des rechten Winkels die Wnnelwerte der 
Gleichnng (m') Ar diesen Winfc«l in 




Triseciion des Winkels. 



aS_32_j_28in^ = 0 



(VIF) 
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. ./540 — «\ , , /i80-a\ 

if, «= chord ( - ^ — j; trg'= — chord ( — ^ — j 

— chord (—3"^-) 

Um weitere Eigenschaften der Figur nachzuweisen, denke man 
sich in einem Halbkreise des Grundkreises aus den Endpunkten sei- 
nes Durchmessers die erhaltenen Wurzelwerte //• und als Sehneu 
aufgetragen, so müssen folj^eude Paare dieser Werte als (rechtwink- 
lige) Supplementarsohnen sich zusammenfügen, nämlich 

chord ^180 — und chord ^ d.i. ir,' und ?rj 

chord (1204- ^ „ chord ^60 — ^ 
chord ^120 — „ chord ^60 -f ^ 



»^8 n "'s 



und die Winkel, welche dann diese Supplemcntarsehnen mit dem 
Durchmesser bilden, müssen dann beziehungsweise sein 

für ir/ Winkel ^, für (90 — ^ 

(30 - f), .-V (eo + ^) 
(30 + ^), „ ,r,' (eo-?) 



1» "'s 11 



Da aber in unserer Figur die beiden Leitgeraden L und L' auf- 
einander senkrecht stehen, ferner von O aus auf denselben, vermöge 
des mechanischen Verfahrens, die in Kede stehenden Wurzelwerte 
bis zu den gleichbezeichncten Punkten gerechnet, abgeschnitten er- 
halten werden, so müssen umgekehrt die von F ausgehenden Schen- 
kel der „angelegten" rechten Winkel zwischen den rechtwinkligen 
I^eitgeradenachsen L und L' Strecken gleich dem Durchmesser des 
Grundkreises aufweisen, das heisst, man hat 



nnd die Winkel in den entstandenen rechtwinkligen Dreiecken, deren 
Katheten die besagten Wurzelwerte sind und deren Hypotenuse stets 
gleich 2r vom Grundkreise ist, müssen die in der Figur eingezeich- 
neten Werte haben, welche aus obiger Zusamracustelluug zu out- 
nchmen waren. 
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Aus (lau Dreiecken 

(Ff Of bcziohaugsweise tr|, ti*5, ir^', tef\ w^') 

ontDehmcn wir mit BttckBicbt, dass «p = 90— g ist, die Keigangen 

der aas jP ausgehenden Schenkel der „angelegten*' rechten Winkel 
znr X Achse, dio in der Figur eingezeichnet wurden. Die za ihnen 
parallel gezogenen Kreisdnrchmesser Tcrbiudon die Berohmugspunkte 
paralleler Tangentonschenkol und sind zugleich TeilnngsUniou fftr die 
Triaection der Winkel 

(180— «) und (360+0), dann (360—«) und (180+a), 

endlich (540 ->a), u 

von (inicn >r uutl >r' die Sebneu ihror dritten Teile sind. Das Ver- 
fabrcu bietet gewiss ausreichend viele Guuaaigkeitsprobcn. 

Die Anordnungen in Fig. 10 und 11 sind für die Trisection be- 
liebig ?erftnderlichcr u und ihrer Supplemente getroffen, wenn zu- 
gleich sttmmtliche Tellungslinicn direct durch das „Winkelanlegen^* 
sich ergeben sollen. Dazu bedarf es dreier Leitgeraden durch O. 
Die erste Li geht parallel zum schiefen Schenkel des gegebenen 
Winkels; die beiden anderen L^y beziehungsweise durch die End- 
punkte f>t) Ps cii^<i8 zu ^ parallelen Kreisdnrchmessers. 

Z« den VerfahrungswcisLii dos graphischen Kubikwurzelziebeus 
und der Trisection des Winkels möge die IjLmorkuii;^ gestattet sein, 
dass nach vcrzeicbnetcu Gruiuifactorcn zur mechauischcu Lösung der 
Aufgabe der Gebrauch des Zirkels entfällt und lediglich nur Winkel- 
anlegen" und rarallelverscbiebuugeu angewendet werden, was zor 
Baschheit der Ausführung beiträgt. 

Dass sich, sowie aus den letzten reducirten Gleichungen (Y) und 
(VII) auch aus den früheren (II) bis (IV), Constructionsvetfahreu für 
das Kubikwurzelziehen und die Trisection des Winkels ableiten Hes- 
sen, zeigen die Ausdrttckc der trigonometrischen Lösung jon« Olei- 
cbungen. Eben daraus wird man aber auch erkennen, dass die aus 
diesen Ansdrackcn folgenden Constructionen niemals so dnfech, als 
die oben durchgeführten sich gestalten kOnnen, weshalb deren Auf- 
stellung nur ein mttssiges Unternehmen wftre. 

Anmerkung. £ine Trisection von <p = 120^ fahrt znr 9 Tei- 
lung des Kreisumfangs. 

Nutzt man ferner eine ältere, bekannte Construction der nähe- 
rungsweisen Verzeichnnng eines re(?uhiren 11 Eckes aus einer Seite, 
welche auf die 6 Teilung des Winkels von 60^ basirt ist, entsprechend 

"v 
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aus unil umformt diosolbo. so ergibt sich die in Fig. 12. dargestelite 
naberuugs weise Teilung des iürcisumfangos iü 11 gleiche Teile. — 

Der mit ^ ^om gegebenen Kreise conoentrisch besohriebene JT ist 

Grundkreis, F Fixpunkt und L Leitgeradc^ welch letztere die ver- 
lai!_'»''rt<» Sehne des Ceiitriwinkels von 75® ist ,,Lcgt" man an diese 
Grundfactoreu den rrchtoii \Vink<'l „au", so trifft dessen Tangenten- 
scbenkcl den unter 30*^ gezogen* n Kreisdurchmesser in 6 und die 
Verbindungslinie dF schneidet auf dem Kreise vom Anfangspunkte A 
gerechnet den anure na Ii orten Ilten Teil des Kreisumfanges ab. Eine 
einfache Berechnung ergab einen Uuearon Sehncnlehlcr der l^ähoruQg 




Siebt man in obiger Fig. 9. die beiden Leitgeraden L nnd 
als recbtwinkliges Aebscnpaar der Ebene an, wo ist F ein beliebiger 
Punkt in eioem Quadranten, nnd in der Figur ist die LOsnng fol- 
gender planimetriscfaer Anfgage gegeben: 

,,Durch einen ^eq:cbenon Punkt siud drei Gerade so zu ziehen, 
dass sie innerhalb rechtwinkliger Achsen gleiche Strecken von der 
Länge der doppelten Entfernung des Punktes vom Achscnmittelpuukt 
aufweisen." 

Bio Halbimngspnnkte jener Strecken liegen auf einem Kreise, 
der ans 0, dnrcb F gehend, beschrieben wird. Verbindet man einen 
derselben mit O, so ergibt sieh durch Betrachtung der Winkel, die 
in dem rechtwinkligen Dreieck auftreten, das aus den Achsen und 
der betreffenden Strecke gebildet wird, der Zusammenhang unserer 
Angabe mit jener der Trisection des Winkels LÖF, 

Zu den Fig 1< » und 11 kann rnau noch die Bemerkungen machen, 
dass sich die Tangontenschonkel der obern und untern rechten Winkel 
bei Anwendung von L, bezieliungsweise mit den Fixpunktschenkeln 
der rechten "Winkel bei d«'n Benutzungen von L- und respectivo 
in den Punkten n- und v schneiden, welche auf dt ni Kreisdurcbmesser 
— der Neigung a gegon die x A("h?f — liegen müssen. Diese Be- 
dingung kann als Geuauigkeitscontrollc des Verfahrens dienen. Es 
wird gcnttgen dieselbe an Fig. 10. und Punkt u nachzuweisen. 

Durch Anwendung der Leitgeraden ist der Winkel (l'ox) in 
der Linie (2'o) halbirt worden. Zu letzterer ist der Fixpuaktschenkel 
der an L^, F, K „angelegten^ rechten Winkel parallel, somit hat man 

o< II Ol' II Fu und wegen OF^ öÖ auch »F-i Fi 

Demnach ist 



S 
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WkL iuol') — Wkl. il'ot), aUo Wkl (uoas) — 3.Wkl. (2'<w) 

oder die Linie «o mM mit dem Scbeokel Bo des g^benen WinkelB 
soBammeoftUen, d. h. der durch den Fizpimktschenkel des rechten 
WiBkels bei Anwendung von anf der Tangente in 2' erhaltene 
Pnnkt anf Bo liegen. 

Man kann demnach die zweiten Teilungslinien aurb aas v 
oder 1', 1 ableiten darcb die Parallelen zu fu, l'o rosp Fr. lO, 
aber damit werden eben die Teilungslinien nicht von einander nu- 
abhängig erhalten wie bei Anwendung von und L^. 

Mit onseren Hilfsmitteln sind wir aach im Stande die Werte dor 
Kubikwurzel einer gegebenen complexen Zahl darznsteUen. £s ist 
dies in Fig. 13. darcbgefohrt 

£s sei eine complexe Zahl 

gegeben und dtT Punkt der Ebene, welcher sie reprasentirt, plcich 
bezeichnet Dann kommt die Aufgabe dor Darsttllung der Kubik- 
wurzeln aus (lieser Zahl darauf hinaus, zwischen dem Anfangspunkte 
y = -f- 1 öud dem Punkte P fjebrochene Linienzüge mit 2 Ecken so 
einzuschalten, dass die drei aufeinanderfolgenden Dreiecke, welche 
r^'RpiM tive von den Seiten des Linienzuges und den Verbindungs- 
straiilen der Ecken >-owie der Punkte {-\-\) und P mit dem Mittel- 
punkte () fj;ebiidet werden, einander ähnlich siiul. Hiel»ei sind die 
Seiten des Linionzuges zu einander, sowie jene Verbinduiigsstrahien 

einander homolog. Der erste Eckpunkt eines solchen Linieozages 

Jt 

von +1 gerechnet — stellt dann yp«p„ p,, der zweite 

y /'^ y;/-'. ;)^*, p^' dar. Eb ist möglieh diese Bediu^'ung dei- Lmieu- 
züge uuf dreifache Weise zu erfüllen, die den drei Wur/eluerten 
entsprechen. Was zuniiclist (iie Mittelj)unklsstrablen aiibeluu-;t, auf 
denen die dieselben darstellenden Putd^te liegen müssen, so wird 
durch jene der Werte j),. v^'^ der Winkel ijOP—(i' in drei Teile 
geteilt, wie eb der l>edui„;uiir( eutsi)rKhl. Um die ^Liaiik u lur die 
beiden andern Werte zu erhalten sind die dritten Teile des einmaligen 

nnd zweimal genommenen Umfangs d. i. ^ und y zweimal nach-* 

einander an nnd y anzufügen. Die Entfernungen der fraglichen 
Punkte von O ergehen sich aber als 

"^OF^ = Opg - c?/)3 nnd Vop* — Op^ - Of{' = Op^ 
d. h. sind auf den Kreisen der Punkte p^, p,^ gelegen. 
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von 80 erkennt man aofort, daaa sieh anch za Jedem der früheren 
Werte ein coqjngirter findet, d. h. xn jedem Eckpunkt der Linienzflge 
ein ihm symmetrischer hezflgtich der y Achse als Symmetrale. 

Denkt man sich die beiden coojagirten Zahlen P und P' als 
Radicandcn für die VVurzelausdrücke der Oardanischen Auilusuags- 
formel einer kubischen Gleichung, so müssen zur Bildung der reellen 
Wurzeln dieser Gleichuug bekanntlich die einander conjugirteu Ku- 
bikwur/elwerto für /'mit jenen fUr P' zusammen genommen werden- 
Dies gibt die doppelten reellen GrÖssenteiie solcher Wertepaare. Wir 
können aber die Wurzeln einer solchen Gleichung direct durch unser 
mechanisches Verfahren erhalten, indem wir den Kreis durch p^, p^, 

/>3 als Grnndkreis, F in der Distanz OF = 20;>j 20A als Fix- 
punkt und die durch A zum Strahle OP parallel gezogene L als 
Loitgerade nehmen, worauf die mit den durch pj, Und erhalte- 
nen Werte Aw^^ Atc^ und Aw^ übereinstimmen. Dieser Fall kann 
eben als ein Beispiel für die gegenseitige Prüfung der Fundamental- 
Constnictionen dos Kubikwnrzelziehens nnd der Xnsection des Win- 
kels gelten. 

Man konnte nnn anch Jede redneirte knbisdie Gleichung 



bei beliclngrn Vorzeichen und sumerischen Werten von ;> und q, 
überhaupt durch die Constructiou der Cardanischen Formel lösen und 
hätte nur die Kubikwuizdu aus ueu Werten der Uubekannteu von 



zu bestimmen und die drei Worte der ersten mit jenen der zweiten 
entsprechend zusammen zu nehmen. Die beiden reellen geben auch 
die reelle Wurzel der kubischen Gleichung. Um auch die imacrinärcn 
zu erhalten, dürfen nur jene complexen Werte der Kubikwurzeln 
zusammengefasst werden, deren Product gleich jenem der reellen 
Werte ist. Auch diese Untersuchung kann bekannter Massen gra- 
phisch vorgenommen werden. 

Aber sowol lelzt erw&hnte AnfiOsnngsart, als etwa jene der Con- 
stmction der Worzelansdracke, wie sie sich ans einer trigonometti- 
schen Iiösung der knhischen Gleichungen ergeben, empfohlen sieh 
weniger, als Jene im Texte dnrchgelhhrtffli, die einfischer znm Ziele 
ffthrsB. 




Digitized by Google 



36 



Bart Ii MtGlumi*A'grapki$t^t LOsmff 



Bebandlang der biquadratischen Gleichungen. 

Sollen wir dorcli TraDSVcrsatschnitte Ton den vier gemeinscbaft- 
liehen Ereifl-Parabel-Tangenten die Wurzelwerte einer biqnadratiscben 
Oleiebnog erhalten, so kOnnon wir ein Achsensystem in Bezug auf 
Gnindkreis nnd Fizpnnkt ganz ebenso wie bei den kabischen Glei- 
chungen wfthlen, wobei wir dieselbe Bezeichnung der Grössen bei- 
behalten, und nur der Loitgeraden L haben wir eine allgemeine, durch 
keine Bedingung eingeschränkte Lage zu geben. Die LagenverhSlt- 
nisse der Grund&ctoren zeigt darnach (Fig. 14.), in welcher L auf 
der y Achse absehneidet und unter gegen die x Achse gen^ 
Ist. Ihre Gleichung wird 

Damit Ändert sich die dritte Zeile der bei den kubischen Glei- 
chungen aufgestellten Bedingungsdeterminante auf 

I 1, -tgv, -k l 
nnd die Determinante geht Uber in: 
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+tgy 



— A 



"tgy — 1 -(Ar — /j-f-e 



Da der Bedingung einer Kreistangente gem&ss 

n^ — r« 



n 
m 



2m 



sein mnss, und wir kOrzehalber =: d nennen wollen, so eiglbt 

die Aaswertung von 

(»« — r«)-(-2mtg9 2rn(Ar-n) 

die nach n geordnete Gleichung, die wir wegen Beibehaltung des 
ff Achsenschaittes gleich in y schreiben wollen: 
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Bcliuls Bcbandlmig der vollständigcu biquadrati&chou Glcicliuug 

in welcher wieder unter a, c und d nicht die nnmerischen , son- 
dern auch die Qualitätswcrte der Coefficientcn verstanden sein sollen, 
bat man die letztem den cntsprochonden von (VIll) gleichzusetzen 
and erhält vier Glcichuugen für die ö Grössen r, 8^ (jr, e und 
wobei wir wieder r willkürlich annehmen können. Das erhaltene 
Glcichungssystem ist ohne Sclnvierigkeiten aufzulösen und ergibt 
folgende rationalen Werte der obigen Bestimmangsgröäsen: 

o = — i— :5 und iaip^-r-, — =: 
w&breod c und / wieder darch die Gleichangen 

r(c+ar8)/+2(rf-r*)c = r[3il-r«(&+r»)] (g) 
2(ci — r*)/— r(c+ar»)d — 2r«ö (g) 

dcli darsteUen lassen. 

In einem concreten Falle wird man nach Annahme von r wieder 
zunächst F{e^f) durch den Schnitt der beiden auf einander stehen- 
den, durch (g) und (g') rejiräscntirten Geraden q und (f bestimmen. 
Hierauf sucht man d und tindet durch welchuu Punkt der 

y Achse. — wie aus tg?? ersichtlich — die Leitgerade L parallel, 
resp*H:tivL' senkrecht zu den symmetrischen Linien der g beziehungs- 
weise g' für die Coordinatenachsen als Symmetralen , zu logeu sein 
wird. Die Geraden g und g' werden al)er am cinfaclistea durch ihre 
Achaeu^chnittpunkte augegeben, wobei zu beacliitiu ist, dass sie auf- 
eiuandtT seukrcclit stehen. Die Werte für diese Achseuahschnitte 
sollen noch ftir volistaudigo und rüducirtc Gleichungen, bei allge- 
mcioem r and für r » 1 im Folgenden angeführt werden: 

A. Vollständige biqnad. Gleichungen. 

r allgemein und r =» 1 

Zd — rHb- \- r») _ 3rf— rHh -fr«) 
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Btt- ih- \-l) 3d— (& + 1) 

t i ZU, 



B. Redncirte biqnad. GleichiiDgeii. 



Nachdem im Allgemeinoa die Anffindang der reellen Wurzeln 
darcb (las mecliftnische Verfahren ermöglicht ist, werde noch zur 
YcrvoUstäDdigniig jene der imaginären Wnneln besprochen. Das 
Vorhandensein von solchen, wollen wir conseqnenterweiie aacfa 
graphisch ermitteln. Zu dem Zwecke verzeichne man sich separat 
eine mö^^licbst genaue Parabel 1\ die für UntersQcbung beliebig 
vi^er Fälle genügt. Ans den gegebenen Gleichungen leite man die 
Grundfactoren her, und ans diesen übertrage man den Grandkreis K 
ähnlich so iu die Figur der Parabel P nach k , wie er gegenttber 
jener durch Leitgeraden L und Fixpunkt F bekannter Massen ge- 
gebenen Parabel im Systeme der Gmndfactoren gdegen ist Ein 
Bück auf k uud P belehrt uns, ob 4 reelle oder 1 Paar oder 2 Paare 
imaginärer Tangenten zwischen diesen Gebilden gemeinschaftlich zu 
legem möglkh sind. Dem entspricht dann auch das Vorhandensein 
eben solcher Wurzeln der betreffenden biquadratischen Gleichung. 

Ihi Uli Paar imaginärer Wurzeln vorhand»'U, so ist ihre Auf- 
Sttchuug bekanntlich eine Aufgabu 2ter Ordnung. 

Es sei das Trinom 

d. i. dem Prodacte der Wurzelfactoren der erhaltenen reellen Wur- 
zeln nnd t9s, wobei also 

I» — — (w, + ««"f )» * <*i«<*t 
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wird, so ist das gogebcnö Gleich angspolyoom dorcb dieaca Xrinom 
teilbar und der Qaotiexit wird einüach 

n 

da in Folge der VoraaNetsDiig dann 

ift(a^m) — 0 — und d a[(4— «) — m{a — »)] 

werden mass. Der gleich Null gesetzte Quotient liefert aufgelöst die 
fehlenden imaginären Wurzeln — wie es bei den kubischen Glei- 
ehnngen der Fall war und durchgeführt wurde. Man kann aber 
auch ^ ganz in derselben Weise wie dort — die Ermittlung der 
imaginären Wurzeln auf jene der imaginären Doppelpunkte einer auf 
der Transversalen yO auftretenden Punkteinvolntion zurttckführen, 
wobei im Allgemeinen der Gontingenzpunkt der reellen Tangenten 
nicht mehr auf der TransTersalen zu liegen kommt Die Anf&hmng 
eines Beispieles kann wegen der Tölligen Gleichförmigkeit mit jenem 
bei den kubischen Gleichungen erledigten Falle hier fOglich unter- 
bleiben. 

Sind nnn 2 Paare imaginärer «nd zwar ungleiche Wurzeln vor- 
haudüu, so ist dies der einzige Fall, der sich direct nicht behandeln 

läSBt. 

Man wird der Ermittlung eines solchen Wnrzelpaares durch die 
mtthsam aufzustellenden Gleichungen für n und «, die sich ans dem 
Substitntionsresultate von ^ u-j-iv nach Trennung der reellen und 
imaginären Teile ergeben — jedenMs das Zurttckgehen auf die be- 
kannte kubische Besolveote vorziehen. Nennen wir die Wurzeln der 
letzteren % und so lässt sich die reelle durch das mechanische 
Verfahren finden, woraus sich die beiden imaginären bekanntermassen 
ableiten. Zur Aufteilung der Wurzelwerte der biquadratischen Glei- 
chung sind die Quadratwurzeln aus obigen Werten nach dem Schema 

— + y«i— v%±y^ »4=— v«i— y*i+y^ 

zusammonzuuehmeu , wobei entweder die oberen oder dio uiitt rcii 
Zeichen des letzten Teiles ^^-Iton, wenn der CoeliLciciit der erütcu 
Potenz der Unbekannten jener aus der l^' Ijeiien vollständigen biqua- 
dratischeu Gleichung abgeleiteten reduciricii eutwedcr positiv oder 
rcsp. negativ ist. 

Sind die beiden Paare der imaginären Wurzeln aber gleich, so 
ist deren Aufsuchung eine Aufgabe 2ter Ordung, die später noch 
einmal berfthrt wird. 



Digitized by Google 



40 



Harth ^echatmck-graphisck» Lönuig 



Jsoch bosonders zu bespreüben sind die 

Fftile mit gleichen Wnrselii. 

Darcb die licliaualuug dieser Fälle für biquadratiscbc Gleichungen 
sind ullcnbar auch jene der kuhischen erledigt , von denen betreffen- 
den Ortes nur das analytische Kennzeichen ihres Vuriiaudenseios an- 
gegeben wurde. 

Hat die gegebene biqnadratiscbe Gleichung 

1) ein Paar gleicher Wurzeln, so berührt der Grundkreis die 
Parabel {LF) nur einmal nach Iter Ordnung. 

2) Fttr 2 Paare gleicher Wurzeln, die «) reell oder ß) iwagintr 
sein können, nird die Parabel vom Grundkreis doppelt berdhrt nad 
zwar in reellen resp. imaginären Punkten *). 

3) Der Gruudkreis wird zum Oscnlationskreis der Parabel, wenn 
die gegebene Gleichuug drei gleiche Wurzeln besitzt 

4) Endlich ist Oscnlationskreis im Scheitel der Parabel, wenn 
die betreffende hiqnadratischo Gleichung vier gleiche Wurzeln auf- 
weist K geht dann am Scheitel mit der Parabel eine BerOhmng 
dritter Ordnung ein. 

Die Constatimng dieser Fälle wird auf graphischem Wege natur- 
gemäss etwas unsicher, da Parabel und Kreis Berührungen Iter, 
*2tpr und 3ter Ordnung eingehen werden. Hier wird dann in be- 
stimmter Weise das analytische Kriterium für die Gleichungscoefü« 
cicnten den Fall entscheiden, und dann die graphische Darstellung 
die AuMudung der Wurzeln leicht ennögUcben. 

Unter Yoranssetzung der Normalform 

wo unter i, b, c und d auch die Vorzeichen einbegriffen sind, be- 
stehen für ilas Liiilreten der einzelnen Fäilo lulgende analytische 
Kriterien iur die Coefficienten, denen gleich die entsprechenden Be- 
merkungen über die graphische Bestimmung der Wurzelwerte an- 
geschlossen werden mögen: 

*) Ift itatt einer Kreiitangento eine Qende in allgemeiner Lage «Ii Ttniu- 
▼erwle gegeben, lo ist der Fall von 2 Paaren gleicher reeller Wnrseln auch 
m^glieh, wenn die Traniverealo mit einer der 3 Diagonalen dei Tollattn* 

digen Vicrscite ans den gemeinsamen Kreis-PftrabcI'TaagenteD zusammenfallen 
wttrde. In unserm Falle können gleiche Warselpaare nur f&r doppelte Bo- 
rfthmog von Kreis and Parabel eintreten. 
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Ad 1). Ein Paar gleicher WarzeUt ifit vorhaaden iUr die £r- 
l&lliiiig der fiedingang 

86— 8a» 6<? — o& ISd — ae 

6ö — od (4c^ + 2ac - b*) 6arf— =0 

Sind die beiden angleichen Wurzeln imaginär", so ist dereü Be- 
stimmung die bekannto Aaigabe zweiter Ordaang. 

Ad 2), Bestehen die Wurzeln aae zwei Paaren gleichen, redien 
«der imaglnSren Werten, so mflssen die Gleidiangen stattfinden: 

a^ — 4,aö^Sc = 0 

und die AuftiuthüiL; der Wurzeln reducirt sich auf eine Aufgabe 
zweiter Ordnung. Ihre Werte crscheiueu in den Formen: 



iC-aiVao'-ai] =i[-«±|/«'(|-?)} 



woraus mau sogleich dio Bedinguug für das Reell- oder Imaginär- 
sein entnimmt. 

In der graphischen Darstellang mnss dann der Kreis der Parabel 
doppelt berflbrend einbeschrieben, also der Mittelpunkt auf der Pa- 
rabelacbse gelegen sein. Sei p der Halbparameter der Parabel, gleich 
der doppelten Entfernung des Fixpanktes von der Leitgeraden, dann 
r der Ornndkreisradius, so mnss 

far reelle Wurzeln r >> p 
„ imaginftre „ r<^p 

sein. In beiden Fällen 6ndet mau die immer reelle Sehne der Bc- 
rühmngspnnktc zwischen Kreis und Paii^bel, indem man in der £nt- 
femnng p vom Kreismittelpuukt (gegen den Parabolscheitel hin ge« 
messen) eine Parallele zur Scheiteltangento L zieht. Der Pol dieser 
Sehne bezüglich Parabel oder Kreis ist auf der Parabelachse gelegen 
und zugleich Schnittpunkt der reellen oder imaginären gemeinschaft- 
lichen Tangenten in den Beruh ruugspunktcn. Um ihn zu erhalten, 
hat man nur vom Brennpunkt F die Entfernung bis zum Kreis* 
mittelpunkt in entgegeugcsetzter Richtung auf die Parabelachse asa 
(Ibertragen. Die Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Tangenten anf 
der transversalen y Achse stellen jeder eiu Paar gleicher Wurzeln 
dar. Deren Auffindung ist in dem Falle, als sie imaginär sind, schon 
bei Gelegenheit der Darstellung der imaginären Wuiseln der knbi- 
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•cb?a Gleidiattgea gezeigt woniea. C^ter Vorasssetxuig obi^. r Do- 
<^ääMrat füll; 

aid die WsrxelB dksei gkicfc ^«U fe^etzten Aosdnickes räd 
gkkfc die Tcringtcm der figfliw MqMdntiKfaea Gkkte^ 

Ad '•'> h>: Gl hunj 4teji Grades besili: arei gleiche Warxeln, 

Refill iiirc CoctljCiC^Icäl l>c\liii^^Li^ cfiüuCB. 

106—3«* 13t—«* Ud 

IHa gleiche Wenel iri,,,^ ket dtae des Wert: 

oad tteltt Mit der fierten. « mr*« ^* — Wanel im rhrferlwii Zum- 
■ M ufcai M i dardi die BeletioB: 

3iBi+ir4+« — 0 

Da §ich die WnrT«:-In au- U-'ii CuerncK nt' n der GleichuUij rutiuaal 
4Lu'i>U;iiüU, äo ivi^uücn 3',-ib«.- au: cifiLdU^hciii Wege oLiic uiecuaüische 
Verfahren ermittelt wcracu. 

Der Gmdkreis K (Flg. 15.) ist in dieeem FtHe OmIalionskRde 
der Parabel /*, alio aeiii Mittelpunkt o der KrOmmongBinittdpiiakt 
einet Pteabelpiinktee dessen Krttnunnngsradins r bekannt ist Schneidet 
man mit der GrOase fr aas o nach der entgegengesetzten Seite der 
Parabelachse anf der Directriz DD der Parabel den Punkt A* ab 
(der anf der Figur nicht ansdrOcUich beseichnet ist) , so erhUt man 
in ON die Parabelttormate flAr den Krammongsmittelpnnkt o und im 
Schnitte P mit dem Kreise K den betreffenden BerOhnings- (retp. 
Schnitt-) Punkt des Osenlationskreises und der Parabel Die Tan< 
genta in P reprSsentirt drei gemeinschaftliche Kreis-Parabel*Tangenten 
und schneidet anf der y Achse vom Ursprung genommen die drei- 
fiiehe Wurzel Wt«s«s Wurzel ir« bestimmt sich daraus am 

einüschsten mit Hilfe obiger Rdation. 

Die nach folgender Üernerkung ermittelte 4tc gomeinschaftliolie 
Kreis- Parabel -Tange Ute mag zur GcDaüiu'keitscontrolle des bisher Lr- 
baltencn dioueu. Der Grondkriis A' nnä die Parabel I\ L sind zu- 
einander colUnear verwandt für die Tangente im Oscolationsponkte P 
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alt Collineationsachsc und ciu noch unbestimmtes Centrnm, du aber 
in diesem Falle bekanntlich auf der Collineationsachse gelegen soin 
miiSB. Aasaerdem liegt es auf einem Yerwandtschaftsstrahl. Der 
dem Oscalationspunkte P des Kreises diametral gegenüberliegende 
Punkt u ist mit dem nncDdlich uutfcruten Punkt homolog, mithin 
schneidet die durch u auf die Loitgerade L errichtete Senkrechte auf 
der Tangente von P das fragliche Collineationscentrum a ab. Dorch 
m laset sich die letzte gcmciuschaftliche Kreis-Parabeltangeate genan 
legen nnd schneidet auf der y Achse ab. 

Ad 4). Der äusserste all von vier gleichen Wurzcli) tritt ein, 
wenn das Gleichungspolynom eine vollständige 4te Pot iiz dis Wurzel- 
factors ist, also die Coefiicienteu die Bediuguugeu criiüleu; 




wobei die Wnnel selbst den Wert 

— »g 

besitzt Der Grondkreis K ! orttbrt die Parabel im Scheitel nach 
Ster Ordnung nnd hat don Kadins 

wahrend die Leilgerade Zr, als Scheiteltangente, die vier gemein- 
schaftlichen Kreis-Parabel-Tangenten reprftsontirt and anf der y Achse 
den Wnrzelwert w abschneidet. 



Schlnssbemerknngcn. 

1. Auf eine wesentliche Erweiterung der in vorlicgeuder Arbeit 
ausgeführten Lösuugsmetboden höherer Gleichungen seil im Folgen- 
den noch aufmerksam gemacht werden. 

Bis jetzt sind hauptsächlich jene Gleichungen 3tcn und 4ten 
Grades hervorgehoben wordiMi, deren Coefticienten der Potenzen der 
Uubekaiiuteu in Zahleuwertua gegeben waren. Bei der analytischen 
Bciiaudluug von Aufgaben 3ter und 4ter Ordnung gelan-t man aber • 
zu solchen Gleichuugen des entsprecbeudeu Grades deren Uot'fficieuten 
als Ausdrücke von der Iteu bis 3ten respective Iten bis 4teu Di- 
mension sich aas den Angabsstrecken darstellen. 

Die entwickelten Lösungsmethoden können aber auch fflr solche, 
durchaus homogene Ausdrücke entlialtenen Gleichangra anverändert 
angewendet werden. Es ergibt sich dieses leicht aus der Betrachtung 
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der Aubiirücke für die Grandfactoren c, /*, h (respectivc 6} und ctg 
welche bei wirklicher Wahl von r als Strecke , mit Kücksicht der 
Dimeusioucn der Gleicbungscoefticionten durchaus homogene Ausdrücke 
der ersten, beziehungsweise uullteu Dimension werden, sowie aus dem 
Umstände, dass bei der ganzen Ableitung die eingeführten Grössen 
sowohl Angahsstrecken einer Aufgabe 3ter oder -iter Or i iiiiig, als 
auch solche bedeuten können, die mit Zugrundelegung laer Mass- 
stabeinheit, die gegebenen Zahlenwertc einer Gleichung solchen Grades 
repriiäcntiren. Die Ausdrücke für die Grundfactoreu setzen sich aus 
den Gleichungscoefficienten rational zusammen , sind also eindeutig 
bestimmbar, nachdem die Gocfticicntcu aus den Angabsstreckeu der 
Aufgabe hergestellt worden. 

Darnach kann man also die analj*tischc Lösung jeder Aufgabe 
3ter oder Iter Ordnung coustructiv ausführen Dies ist in der Tat 
in der vorstchcndon Abhandlung mit den beiden Fundaincntalproble- 
men — der „Trisection des Winkels" und des „grai)bischeu Kubik- 
wurzelziehens" (welches ja geometrisch aufgcfasst gicicli ist der Ver- 
wandlung eines Paralleh'pipeds in einen voiumgleichen Würfel) — 
in der einfachsten Weise durchgeführt worden. Der gleiche Weg 
dürfte noch für manche von derlei Aufgaben der passendste sein. 
Im Allgemeinen muss man jedoch zuecstohen, dass diese Methode 
häufig an einer Umständlichkeit und geringen Uehersichtlichkeit leiden 
wird. Kine befriedigende, rein geometrische Losung der Aufgaben 
3tcr und 4ter Ordnung vermögen nur die Lehren der neueren Geo- 
metrie zu liefern, mit d'-reu Ausführungen man das in vorliegender 
Arbeit angewendete, mcchauiBcho Verfahren vereinen kann. 

Eine auf rein geometrische Entwicklungen basirte LöBong des 
behandelten Hanptproblemes hat in genialer Weise Chasles in seiner 
Abhandlnug „Constmction des racines des 6qnations dn troisiöme et 
qnatritoie degrd** veröffentlicht im Journal des mathematiques, publik 
par Lionvillc t. XX. pag. 32Li geliefert Er führte die Aufgabe anf 
jene der Bestimmnng der Schnittpankto eines gezeichnet Yorliegenden 
Kegelschnittes mit einem anderen, durch fünf Punkte g( gebeneu, 
zurttck. 

Auch Dr. Herrn. Kurtüm weist auf eine Lösung der kubischen 
und biquadratischen Gleichungen mittelst Constructioii Liti. Ks ge- 
schieht dies in seinen „zwei Abhandlungen über geometrische Auf- 
gaben dritten und vierten Grades" (Bonn ISG'J), worin die Aufgabe 
gelöst wurde, die Bestimmung der Durchscbnittspunkte zweier, durch 
jo ö Punkte gegebener Kegelschnitte zurück/.uiul.ren auf jene zwischen 
einem Kreise und einem ein für allemal gezeichnet vorliegenden 
Kegelschnitte. In den Lösungsmetboden vorstehender Arbeit ist der 
unbedingt notwendige KegelschuUt stets eine Parabel, die aauu durch 
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das angewendete, mechanische Grondvcrfabren ersetzt wurde. Dies 
ergab oben den für die praktischen Zwecke ziemlich directen Weg, 
der mit Berücksichtigung der beschriebenen HüfsconstntcUotten auch 
immer anBreicbond genaue Reanltate liefern wird. 

2. Will maii das in Torlicjicuder Arbeit angewendete mecha- 
nische Verfahren mittelst des rechten Winkels nicht als zulässig 
geileu lassen, so ist doch in dir ganzen Durchführung' auch schon 
die Lösung mittelst einer einfachen Hilfscnrve mit inbegriffen. 

Eb wurde schon bei Anfstollnng jenes OmndTer&hrens bemerkt, 
da» der durch dasselbe anf der Leitgeraden erhaltene Scheitelpunkt 
des beweglichen rechten Winkels eben nichts anderes ist als der 
. Durchschnitt jener Geraden mit der Kreisfiisspnnktscttrre, die durch 
den Grundkreis K nnd Fixpunkt F als Strahlenmittelpunkt gegeben 
erscheint 

Das in der Nähe jenes fraglichen Schnittpunktes vorlanfendo 
Curvcnstück kann mit ijrosser Schürfe, also der Punkt selbst aus- 
reichend genau ermittelt word- n u!id ist dann in der auseinander- 
gesetzten Wv'iso zur Bestinimunir der fraglicheu Wurzelwerte der ge- 
gebenen Gleichung entsprechend auszunützen. 
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Hoppe: Ueber ein l\oblem der Curventheorw. 



n. 

üeber eiu i'robiem der Curventheorie. 

Von 

R. Hoppe. 



Das Problem» om welches es sieh handelt» laotet folgeudermassen. 

Zwischen deu Winkeln, welche die Tangente, Haaptoormale und 
Biuormalc einer gesuchten Curvc mit irgeudwclcheu festen Geraden 
bilden, ist eine Relation gegeben; man soll, bei willkürlich bleiben- 
dem, beliebig zu ergänzendem Bogcueieaieut, den eutwickcltcn aualy- 
tiechoD Ausdruck der Curvo tiudco. 

Die Belation kauu eine primitive oder eine Differentialgleichang 
sdn; dagegen darf sie das Bogenelement nicht enthalten, weil sonst 
2 Relationen znr Bestimmung erfordert würden. 

Die Aufgabe ist dann gelöst, wenn die liichtuugscosinus der Tan- 
gente /, h als Functionen eines Parameters beliannt sind, indem 
alsdann für beliebiges Bogeuelemcnt ds dio Werte der Coordinateu 

darans hervorgehen. 

Die Lösung ist leicht und bekannt erstens, wenn nur die Nei- 
gung einer der 3 begleitenden Axeo, d. h. der Taogoute, Haupt- oder 
Binormale, gegen 2 feste Gerade in der Relation vorkommt, weil 
dann ihre Richtung vollständig bestimmt ist; zweitens, wenn die be- 
stimmende Belation sich nnr auf eine feste Gerade bezieht 

Seien bezeichnet die Bichtongscosinas der 
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Tangente 

Hanptnonnale 

Binomiale 




Nimmt man dio feste Gerade zur x Axe, so ist gegeben die allge- 
meioe Relation: 



die der besondem Anigabe entsprechende 

and eine beliebig gewählte 



wodun h /, l als Functionen des Paramotors qp bestimmt sind 
üud, w.mn F liuear oder rein quadratisch, so wie auch in manchen 
andern Fallen, liargestellt werden können. Kennt man dann entweder 
/\ g\ h' oder m, n oder /, so kanu man, wie in T. LVL 
S. 59 gezeigt, leicht/, ^, h finden. 

Die nächste Erweiterung der Au%abe würde sein, wenn beide 
Scbenhel der durch Belatien verbundenen Winkel verschieden sind. 

Zur Orientirung beschreiben wir um einen festen Ponkt O mit 
der Liniencinheit als Radius eine Kugel und ziehen die Radien OT, 
0/7, OB, OX, OM in den Richtungen der Tangente, Hauptnormale, 
Binormale und der 2 festen Geraden, deren Ebene wir zur xy Ebene 
nud deren erstere wir zur x Axe nehmen. 

IMe gegebene Relation denken wir aufgelöst durch Darstellung 
der 3 Winkel, welche zwei der 3 ersten Oeraden wXt je einer der 
2 letsten bilden, als Functionen eines Parameters. Die Gombination 
ergibt 3 verschiedene Aufgaben mit folgenden respectivea Daten: 



I. XM = a; TH R; CQ^XT = /; MH = l 
IL UB^K\ COSJTB-Z; MH'^k 

m. XAfx-a; 2!8»R; oosiTr-»/; MB p, 

In allen 3 Fällen hat man ein sphärisches Viereck mit 4 gege- 
benen Seiten. Das fünfte Bestimmungsstück muss durch die Varia- 
tionsgesetze, also durch Differentialrelationen ersetzt werden. 

Wir beginnen mit der Bestimmung des Vierecks 



constaut 



yariabel 



mMX 



darin sind 
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€MXH~f und i/r-> 9 

üDbekumt THIgt man aaf dem (wo iMg Teriioferl») Konnal- 
bogen XM den <}nadnuiten JTF — R ab «nd tidit 17, YH^ so wird 

nnd miB bat: 

kj —fh' = m 

Moltiplidrl man mit h und beacbtet, da» 

ist, 80 eriiuil maii: 

(1 -^/'+/»' = ± Vi-/»-^yi-^-,'« (2) 

woran»: 



(3) 



Dies ist die Differentinlgleiciiuog für den Fall, wo XV— R ist^ 
wo also 3/ mit Y zusammL-nfällt, so dass und g' gegeben sind. 
Ihre Integration ergibt und nachher Gl. (2) h und h' sind so- 
dann nach Gl. (1) bekannt, and doreb die Werte von /, y, h ist die 
Aolsabe gelöst. 

Um von diea^ Specialfiül aof die allgemeine Anfgabe ttber* 
angeben, wo l statt g' gegeben ist, betracbten wir die spbftrischen 
Dveiocko 

FMB; FX7, MXT^ TMH 

in weichen folgende Winkel sieb Uber XY 2u 2& ergänzen: 

XMT+ TAfB+ BMT — 2R (4) 
In Dreieck 2iXT nnd YXT bat man: 

' yi-/''sina Vi-/* 

woraus: 

cot 9 ss/G0B«+f sin« 

auaerdem: 

cosXAfr-^'"'^'"^-^''"^"^^'' 
smasing) sin^ 

in Dreieck TMH: 

cos TMH « — cotXoot^ 

in Dreieck YMH: 
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Cosa am ;i 



(5) 



woraus weiter: 





und findet nach 61. (6) mit Aawendiing von Gl. (4): 



g' =» 8iiiaco8A+{(/'cosa+p8in«) (/"aino— yco8cf)co8A 



(6) 



Sübstituirt man diesen Ausdrurk für g' in Gl. (3), so polit sie in 
diejenige Gleichung über, dcri'n lutegratiou die iTste der 3 Aiiigabeu 
löst. Sie ist domnarh stets eine gewöhnliclie Difif(Teutia!gleichung 
1. Ordnung, deren Cocfticicntcn von beiden Variabcln /*, g abbangen. 

Daa VoneicfaeD der Qaadmtwarzeln mius in dem Sinne doppolt 
bleiben, dass die Ldaimg iich über beide Vorzeichen eistrcckt Da 
sieb keine gegebene GrflsBO anf die « Axe bezieht, ao besteht die 
Giirve ana 2 aymmetriachen Zweigen zn beiden Seiten der xy Ebene. 

Die Lösung der ersten Aufgabe liefert zugleich die der zweiten: 
man braurlit nur die Tangente mit der Binormale zu vertauschen, 
da beide in rcciproker Beziehung stehen. Es ist also nur m für 
f, g zu substituiren, während f\ g' onveräudcrt bleiben. £inon Vor- 
seichenwcchsol erleiden nor A, h\ n, die nicht vorkommen. 

Bei der dritten Aufgabe ist in Gl. (3) nnr ffir g' der Wert 



Ist dann m als Function von / gegeben, so erhält man durch Inte- 
gration also die fertige Lösung für den Fall wo üf in 

In diT ullgL'iiiL'inen Aufgabe Iii. i&L u statt m gegeben. Die für 
die erste Aufgabe construirte Figur nebst der trigonometrischen 
Rechnung passt voUkommeii auch hier. Dio Binoriiialo tritt an dio 

lieh. 4. VMfe. «. Pkjf. 8.S«lh6kIMlL 4 
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Hoppe: UeUr ein Problem der Curventheorie. 



Stelle der Hau}»UH)rinalc, also in der Fipur B an die Stelle von //, 
und iu Gl. (6; m und ft au die Stelle vou g' und l. 

Fassen wir die Bosnltate zusammen, so hat sich folgendes er» 
geben. 

Sind die 2 Wiukel, wclclic '2 bcLrlcMteuJc Axen einer Curvo oin- 
zcln mit 2 fosteu Goradm bildrr?, ff ^flx nc Fuiintioncn von einander, 
?o hängt dir Darßtelluug der Curvc vou der lutcgratiou einer Glei- 
chung der Form 

ah, wo ^ eine algebraische FaneÜon bezeichnet, die im allgemeinen 
3 irrationale Quadratwurzeln, znm Teil in einer vierten involvirt, 
cnthilt, während Im Falle, wo die 2 festini Geraden normal z«t ein- 
ander sind, nur 2 irrationale, nicht invotvirtc Quadratwurzeln vor- 
kommen. 

Die drei, den Combinationon der 3 bcgleitcndon Axen entspre- 
chenden Aalgaben lassen sich wieder als Specialfiille einer aligemoi- 
nem Aufgabe betrachten, indem man statt der 2 bcgloitendcn Axen 
zwei mit dem begleitende Axensystem fest verbundene Gerado als 
Schenkel der gegebenen Winkel annimmt Auch diese allgemeinere 
Aufgabe würde sich durch Substitution auf die Aufgabe I. zurflck* 
f&hren lassen, worauf ich hier nicht eingehe. 
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* 



Ueber die Beatiinraimg der Unterscheidungs- 
charaktere fiir die Kegelschnitte, wenn die 
Gleichungen derselben in triuicirisclien 
Liniencoordinaten gegeben sind. 

A. Ehlert. 



In Salmon's „Auaiytische Geometrie der Kegelschnitte" Artikel 
318. Aufgabe 5 findet sich die Methode augedeutet, nach welcher 
man für eine in trimetrischen Liniencoordinatx^n gegebene Kegol- 
Bchnittsglcichang die Untcrscheidungscliaraktcre für die KUipsc, 
Hyperbel und Parabel feststellen kann. Dieselbe Methode dient 
aber auch, wie in der folgenden Darstellung gezeigt werden soll, zu 
einer sehr einfachen Ableitung dir Bediuijuuycu, unter welchen die 
allgemeine Gleichung zweiten Grades 

ein PaDktepaar, einen EreiB and eine gleichseitige Hyperbel reprft- 
aeatirt. 

Bezeichnen «|, und die Seitenstrecken des Fandamental- 
dreiecks, so stellt die Qleichong: 

für coDstante x« ond variabele 1» die Gleichang des xi^ dagegen für 
cottfttante U ond vanabele an die Gleichang der Geraden h dar. 
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Soll der Puukt 
aaf der Corve 

liegen, 80 müssen die beiden von ihm ausgehenden Tangenton zu- 
sammen fallen d. h. die beiden Warzein der ia Bezug aaf t^il^ 
quadratischen Gieichung: 

(«ii«f*+ «»«1*— 2«rit«i«t) 

welche durch Elimination von aoi jenen beiden Gleichungen ent- 
steht, m&sscn gleich sein. Dies ist aber der FalK wenn die Be- 

dingung: 

erfüllt ist, wie sich nach einigen Umformangen leicht ergiebt. 

Bezeichnen nun -1,,, A^^. J^s» -I^. -'ji ""^^ -'u- «"^"^ 
spectiven Elemente o.,,, «f..^. aj, und bezogeneu Minoren 

oder UuterdtterminantcD der iJeierminante 

! «11» *it> . 
. «$t» «tt» «SS * 

so kann jene liedingung, unter welcher der Punkt 

«l^l+«^t + «8ls='0 

aoi dem Kcgekcbuitt ^ = 0 liegt, iß der bcquemereu Form; 

dargestil : werden, welches die bekannte Gleichung dessclbeu 
Kegelschnitt in trimetrischen Panktcoordioateu ist. 

Soll der Pnnkt 

«in -r "25*4-^353 '-' ^ 
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zugleich aaf der aneodlich ferneu Geraden der £beno, für wolcbo 
^ 1 und t'* — 1 ist, liegen, so miiss 

2) aj 4- 4- «3 = 0 seiD. 

Man erhält also dorch Elimination von ans den beiden Glei- 
cbnngen 1) und 2) die quadratische Gleichung: 

a) (^n + ^38 - 2^„) (^) V 2(^„ - ^» - il„ + ^m). 

zur Bestimmung der beiden Punkte, welche zugleich dem Kegelschnitt 
£ » 0 und der unendlich fernen Geraden der Ebene angeboren. 
Diese beiden Schnittpunkte sind folglich reell, imaginär oder fallen 
in einen Punkt zusammen, je nach dem die beiden Wurzeln jener 
quadratischen Gleichung 3) reell, imaginftr oder einander gleich sind, 
d. h. je nachdem 

(-433— — ^81 "t"-^«) (^It 4" -^J S ~ 2j1j,) (Äff + ^ 2i4tj) 

> 0, < 0 oder — 0 ist. 

' Die Grösse: 

Mas - ^ts - ^ + As) -{^11+^99- ) ^35 - 2^) 
lässt sich aber umformen in 

*° _ [^,/+ ^„'4- 2 2.l8i'+ 2^«' J 

wo Agg\ A^^ ^8,', die auf die resiicctivcn Elemente 

^11» -^ssf ^^23) Ai '^it bezogenen Minoren der Determinante 
des adjungierten Systems 



-^111 -^ts 
■^81» «^Mi -^88 



sind. Nach bekannten Sützen aus der Theorie der Determinanten 
ist aber 

und 
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EkUrti Ct 




Ilaber ist jene Gntese: 

( - ^ - J„ + ^« - (4., + ^ - 2^) (^+ - 2^« ) 

md €8 eigieijt aicfa: 

Die all^^mcme GiciLüuiij^ m trimetriscben Liaieocoordinfttea 

1) eine Hyperbel dar, ireim die Diserimiiiaiite der gegebenen 
Gleiehang and die CoefficieBtensnmme entgegengesetzte Yor- 
zeidien hnben; 

2) eine Ellipse dar, wean die Discrimioante der gegebenen 
Gleichung und die Coefdcienteosomme dieselben Vorzeichen besitzen. 

Die beiden Sebnitlpiinkte des Kegebcbnitts 2 0 mit der vn* 
endlich entfernten Geraden der Ebene fallen in einen Ponkt cq> 
aanmen, wenn 



Da die unendlich entfernte Gerade der Ebene far alle Parallelen 
derselben Ebene Tangente ist, so muss die allgemeine Gleichung des 
Kegelschnitts 2^ = 0, wenn dieselbe eine Parabel repräsentiren soll, 
durch die Coordinalen der anendlich entfernten Geraden, für welche 

~ — 1 nnd ^ » 1 isL erftült werden, d. h. es man 

«ii+«%+«to+2«ii+2«»-f2«a — 0 sein. 

IKe allgemeine Gldchnng X«0 stellt daher eine Parabel 
dar, wenn die CoeflSeientensamme der Gleichung den Wert Nnll hat. 

Eine homogene Gleicbnng zweiten Grades in trimetrischcn Linion- 
coordinatea kann ttberhaupt nnr eine Hyperbel, EUipse^ Parabel oder 
ein Pnnktcpaar repräsentiren. Geht man aber von der Gieichong 
dncs Panktepaares in trimetrischen Liniencoordinaten 



d. h. wenn entweder 



oder wcuü 



^ — 0 Ist 
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zur « iitsprechenden Gleichung iu trimr^trisrhen Punktcoordinaten über, 
so erhalt man bekannticb das Quadrat der Gleichung der N'erbiii- 
duiiijst^erado» jener beiden Punkte «/ und «/'. Dies ist der analy- 
tische Ausdruck für die geometrische Wahrheit, dass durch ein nicht 
zusammcofallendes Punktepaar stets eine Gerade bestimmt ist, 
oder dass von Bulclien Punkten, die in der VerbiiuiungsLjeraden jeuos 
Punktcpaares liegen, die beiden an dir« rnrve d. h. an das Punkto- 
paar gczofieneii Tangenten zusammenlailon. Das Punktepaar 
stellt also [rleichzeitig ein anderes geometrisches Gebilde, nämlich 
seine Vorbiiidungsgerade, dar. In diesem Sinne ist es gestattet, vou 
den Durchschnittsiiunkten eines Punktepnares mit der unendlich ent- 
fernten G'^radt u der Ebene zu Fpr^vlien. Es sind die beiden zu- 
sammenfallenden Punkte in denen die zweimal L'crechnete Ver- 
bindungsgt^rade die unendlieli entfernte Gerade der Ji^bcne schneidet. 
Dieser Schnittpuidxt ist in der Tat der einzige Punkt auf der un- 
endlich fernen Geraden, von welchen aus die beiden Tangeutea au 
das Ponktepaar zosammeufalien. 

Das ZusammenfalleD der beiden Schnittpuiikte kann aber nur 
unter der Bedingung ^ » 0 Btattfinden, denn jenes andere Eriterinm 



gilt, wie schon angezeigt wnrde, nur fQr die Parabel. 

Es stellt daher die allgemeine Gleichung S ^0 ein Pnnkte- 
paar dar, wenn die Disoiminante der Gleichung den Wert Kall hat 
För die trlmetrischen Coordinaten des Schnittpunktes dieses Punkte- 
paares (d. b. seiner Verbindungsgeraden) mit der unendlich ent- 
fcrnteu Geraden der Ebene hat man daher ans der Gleichung 3) 



Daher ist die Gleichung dieses Durchsehnittspunktes 

Diese Gleichung kann aber auch in den beiden Formen 




und 



und 
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{A^^A^ — -f- (i4j3 + A^i — 4j§— A^)^2 

geschriebeii werden, da die frtther bewiesene Identittt 

= A«i 1 + «M + «88 + 2«f8 + 9«^ + 2%, ) 

durch cyklische Vertaaschung der Indices die drei Identitäten: 

S (i4„+il„-2if„)(^„H-^„-.2^)-(ilrt+^ - ^tt-^^tt)« 
nach Bich zieht 

Dass die drei gefundenen Gleichungen wirklich den Durch- 
schnittspunkt der Verbindungsgc radt'u des Punkte])aarcs 2^ = 0 mit 
der unendlich entferüteu Geraden der Lbcuc darstellen, kaun direct 
bestätigt werden. 

Fttr die trimetrischen Coordinaten c^, d^S des Schnitt* 
pnnkteB einer beliebigen Geraden 

mit der nnendHch entfernten Geraden der Ebene 

«l*l+«f«8 4-«3*4 = 0 

hat man: 

Ist die Gerade a, die Verbinduugsgerado der beiden Punkte x/ 
und xi \ so ist bekanntlich: 

und man erhalt daher die Gleichung des Schnittpunktes der Vcr- 
biuduugsgeraden der beiden Pnnkte ar/ und «/' mit der unendlich 
fernen Geraden der £ben6 in der Form: 

»»i{«iV-^V)»i-(«.v-«.V)%]«, 

«»[(•^1 — a^i )*i — (^8 — «3 )«8jll 

Diese Gleichnng kann alio nnr durch einen conetanten Factor 
von jeder der drei vorhin angeführten Formen z, B. von 
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verschieden sein, woim — 0 ein Punktepaar darstellt} d. h. wenn 
die Fonction 

identisch sein soll mit der Fnnction 
Unter dieser Yoranssetzang moss aber 

sein, nnd man tindet dann nach einigen Umformungen die Minoren 

^ « - («i V-«i'V) («i V-«^V>iVi 

Ans diesen Werten ergiebt sieb aber: 

[(x/a:,"-a:,"-a-V>, - ^3' ^ V)«sl 

und 

Die drei CoefÜclcnteo 
haben aleo den Factor 
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gemeiasam und es BteUeii daher in der Tat die beiden Gleichuugeu : 



und. 



denselben Pnolrt dar. 

Alle Kreise derselben Ebene haben, wie bekannt, mit der uu- 
endlicb entfernten Geraden der Ebene dieselben zwei imaginären 
Punkte gemeinsam. Damm ist ein Kreis auch durch drei endliche 
Punkte völlig bestimmt, während ein Kegelschnitt im Allgemeiuea 
CTSt durch fünf Punkte festgesetzt ist. Man kann daher Kreise als 
solche Kegelschnitte (specieller als solche Ellipsen) betrachten, welche 
durch gewisse zwei feste imaginäre Punkte auf der unendlicb ent- 
fernten Geraden der Ebene gehen. 

Bezeiehnen , nnd die den Seitenstrecken und «5 
respective gegenaberliegenden Innenwinkel des Fundamentaldreiecks, 
so findet man (Salmon: Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 
Artikel 164 Aufgabe 8) i&r die trimetrischen Ooordinaten jener bei- 
den festen Punkte (der sogenannten imagiuAren Kreispnnkte im Un- 
endlichen) 

CO' ay 

^^T7 — ' — cosiit-|-tsinA, ^Täja = — cosiii — »sin-4, 

nnd 

*) \i} 



» — cosilf — tsinili — — cos ^1 + ^ 



«3 *8 



Daher 



Xf — cos ^1^4-^ sin ^ . . ^ 

^ z= — cos^s — »sinA, 



( 7)' — cx)S A^ — i sin Ai 



Xt — cos A» — islüAa A I ' » ä 
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Wül man daher die Bcdiiigungou aufstellen, nnter welchen die 
allgemeine Gieicbang Z = 0 oincn Kreis darstellt, so hat mau nur 
auszudrücken , dass dieser Kegelschnitt durch jene beiden festen 
Punkte gehen seil. Die beiden Durcbschnittsj)unkte eines jeden 
Kegelschnitts mit der unendlich entfernten Geraden der P^bene wurden 
aber durch die Gleichung 3) bestimmt Ist nun dieser Kegelschnitt 
ein Kreis, so muss folglich 

(f)' {?)" 



and 



(?)' (?)" 

oder 
und 

Diese beiden Bedingungen bilden also das Kriterium für den 
Kreis, können aber noch symmetrischer ausgedruckt werden, wenn 
man berücksichtigt, dass für das Fuudamentaldreieck die Relation 

+ ««• — 2fiflCÖB-d8 gilt 

Aas I) folgt dann: 

All 4" -^33 — ^-^j, »j* 



+ 1 



und es ist also, mit Racksicht aof II) 
d. b. 

Die allgemeine Kegelschnittsgleichnng in trimetrischen Linien- 
coordinaten i^»0 reprasentirt also einen Kreis, wenn die beiden 
Bedingungen: 
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1^11 + -tgg — 2A^^ 




oder 




oder 



Akk-{-An — 2Aki 



= constans erfüllt &md. 



t 



Diescu ßt dinjiuugeu wird genügt, wonn 7. B. sämmtlicho Miuureu 
^,1, A^, Ax'>. -Iji, .U;, uuil -I31 d<Mi Wert Null haben, d. h. wcüq 
die nik'om' lüc G.eichuTi!» ^ 0 eiu /. u s a m m e n f a 1 1 - v. «1 ^ « Prink?»'- 
paar darsti^IIt. Es kann daher d-^r Pnnkt als zu den iir».is»on gehörig 
oder als ciae spccielle Art des üroiscä betrachtet werdea. 

Die beiden reellen Durchachnittspankte einer gleichseitigen 
Hyperbel mit der nncndlich entfernten Geraden der Ebene liegen 
stets in iwei zn einander rechtwinkligen Richtungen, da die 
Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel normal zu einander sind. 
Die Schnittponkte toq irgend swei zn einander rechtwinkligen Ge- 
raden derselben Ebene sind aber stets harmonisch conjngirt zn den 
beiden festen imsgioiren Ereispnnkten im Unendlichen, oder mit an- 
deren Worten: Alle Paare normal zn einander stehender Geraden 
derselben Ebene bilden anf der unendlich entfernten Geraden dieser 
Ebene eine InTolntion Ton Punktepaaren, deren Doppelponkte die 
beiden imaginircn Kreispunkte im Vnendlicben sind. 

Soll also die B<.Hiingung aufgestellt werden. uTiior welcher die 
die all^^^moine Kecrelschnittsuleichun*: £ ^ 0 olue ? U- 1 c h s e i t i g e 
ll}']itr* ' - ?o hat man nur analytisch a^-r^ i-a k/Ti. dass die 
beideu PurcliM hinttsruakte des Koj hnnts mit vier unendlich »-nf- 
femten G- radcn -ier Ebene, wdcho viurch ichu-^p 3^ bestimmt 

wordeii. b.'.riiK:i.sch cunjogirt sind zu den btideu imagunarea Kreis- 
punkten im Unendlichen. 

Oie GleichangcQ dieser beiden lösten Punkte sind aber nadli dem 
froher Bemerkten: 



and eö ist djitcr die G'^^iobüng irgend eines Punktes auf der Ver- 
bindungsgeni-?!! die^c: iien Ponkt« d. h, aal der unendUdi eat- 
ieratea Geraden der Ebene: 



und 



— cosJ^ — !'sin.4j)f, -r ^- — cos-4, -p < siu.l 



Digmzca L 



Jikr Irmtirischt Cooräinaten. Q\ 

#,1— cos/lg-f-jsin/l5-j-i..(— cos/lg — /8in/l2)|£, 
-f cobAj — iaihÄ^ + A . (— cosiii + 1 sin^j) ||, 

Dann i«?t aber dio Gleichung dos Punktes, wtichor mit dem voripon 
ein, in Ik'zug auf das imaginäre Kreispuuktcpaar im UucudiicUcn, 
harnioniscli coujugirtes Punktcpaar bildet: 

-f- *2 { — cosi^i — iünAi — A . ( — co8^ j -j- ?8in vi, ) | 

Man bat also für die trimetrischen Coordinaten dieses letzten Funkte- 
paares 

V # — eosylg -|- tsin ><g il . ( — c osil f — tsinA^) 

V ™^ ~~ — cosyl^ — «sin/l, — cos^|-|-^ia^i) 

— cos/la + isinA^ — A . ( — coSi^, — isin^l,) 

Dii'&f8 Puiiktepaar ist iuitiirli('h für jedes reelle weiches von ^^1 
Yürschicdeu ist, imagiuiir, dagegen stets reell, wenn 

genommen wird, wo (i irgend eine reelle Zahl bedeutet. 

Setzt man der Ettrze halber: 

— cos^i + »sio^s M — Cosels — »sinils i-> ^ 

— eos X, — iainA^ == P — 008^4, + t^ioili Q 

so kaun mau aus deu beiden Gleichungen 

M+kN , „ M—kN 



9 



den Parameter A eliminiren und erhält dann eine Relation, welcher 
die trimetrischen CoordinatenTerhttltnisse g' and q* irgend zweier auf 
der unendlich eutfernten Geraden der Ebene gelegenen Pnnkte, die 
za den beiden imaginären Kreispunltten Im Unendlichen harmonisch 
coDjogirt sind, genOgen mttsson. Man findet darch Elimination von 
l die Gleichung: 

Af- Pq _ Pq—Jf 
Qq' '- N ~ Ü4'-^N 

oder 

(iV/Q -f ^^) . iq-^q) — 2ruqq — 2MN = 0 
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Noa ist aber 

-|-(— coi.i| — isin J,) (— cof.I^ — isin-flj) 
— 2co5U^ 4- a,) 

PQ = (~^ €08^, — Mn^i) (— COM, iBinA^) « 1 

(-_ cos .1^ 4" »siu.-lo) (— cos.l;; — isin*lj) = 1 

nd man erh&It folglich dio Relation: 

welefae die Coordinatenvcrbältnisae von iiigend zwei Punkten V nnd 
xT m erfiUIeii haben, die« auf der nncndlich entfernton Geraden der 
Ehene gelegen, zu den beiden imaginftren Kreispnnlcten im 'Uuend- 
liehen harmoaiech coDjngirt Bind« 

Soll also der KoirUrhuitt IT — 0 ilio uneiuUich entfernte Gerade 
'Icr Ebene in zwei solch on i*ankiou schnridon, d.h. soll der KegoL 
schnitt eine gleichseitige iiyperbel sein, so uiüsseu die beiden aus 

der Gleidumg 3) sich ergebenden Werte von ^ der vorigen Bedin- 

gnng genOgen. Durch Substitution der Ausdrücke: 

erhftlt man die Bedingnugsgleiebung 
oder 

— Sff|#,ili, eoLda + 2f,i| GOBilt(^m+^i — A») 

Berflck^icbtigt man die ans dem Fnndamentaldreieck sich ergebenden 
Relationen 

#l*-|-*2* — 2^,«jC08vl3 
*S* + *3* — «1* = 2«}«8COS^i 

+ «1* — #1* — 2«ac, coMs 

80 nimmt diese GleicUuu^^ die i*'orai au: 

\ . Digiiizca by Gu^.- . 



fSr trimelru^ Coordinaeta. $3 

oder ' 

— 2^3i«3«i Coswig — 2yl,jjVjs^ COSJ3 =» 0 

£ine dorcb die allgemeine GleichuDg £ = 0 m trimetrischen 
Linxencoonlinateo dargestellte IIyptrlj(l ist also gleichseitig, 
wenn die Minoren der Discriminante die Bedingung 

odor 
erfflUen. 

Frankfurt a. Oder im Deceiuber 1B63. 
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Völlers: Combinaiorische JJarsttUung 



IV. 

Grimdzüge zu einer coinbinatorischen 
Darstellung der höheren Differentialquotienten 

zusammengesetzter Functionen. 

Von 

Herrn Julius Völlers 

in Oldenburg. 



Da bei verwickeltenm analytischen Operationen — s. B. der 
Entwiekolang einer zusammengesetsten Function in eine Beihe nnd 
der Snmmirang der KettenbrQcbe — nicht selten combinatoriscbe 
AnordnnDgen anf ein leicht zn Übersehendes Yerlahren fuhren, so 
sachte ich auch bei der Entwickelnng der höheren Differontialqnoti- 
enten sasammengesetzter Functionen eine derartige Hfllfe zn finden 
nnd gelangte zn dem in nachfolgender Skizze aogegebenen Resultate, 
das wohl nicht ohne aUes wissenschaftliche Interesse und auch toh 
einigem praktischen Kntzen sein dflrfte. 

Als Ausgangspunkt für meine Untersuchnng benutzte ich die 
Formel von U. Meyer*) 

worin 

indem ich zunächst das combinatorischc Gesetz, dem die mehrfachen 
Differentiationen der Potenzen von 6 unterworfen sind, ermittelte. 



♦) Gruncrts Archiv T. IX. S. 96. 



Digitized by Google 



der höhera I}ifiertntialqu>ytienttn. 66 

Sacht man von /)&^ ausgehend 7)^8^ durch aufeinander folgende 
DiücroDtiationcn nnd bezeichnet in dem Kcsultatc 

X 

W mit (), J)& rnit 1, mit 2, so orhält man, wenn man vorliinlit^ 

von den numerischen Cocfticicnten absieht, folgendes Schema für die 
einzelnen Sammaudcn der obigen Entwickelung 

003 

012 
111 

Es ist dies die dritte Combinatioiisclassc der £leinento 0, 1, 2, 
3, ZOT Qaersatnmc 3. 

lu derselben Weise ergiebt sich für 

2>4e* — 4e»jD*e-j-48d»DeD»e+36a«(i>«e)* 

das Schema: 

O0O4 
0013 
0022 

0112 
1111 

welches die vierte Combinationsclassc der Elemente 0, 1, 2, 3, 4 zur 
Quersumme 4 ist 

Betrachtet man ferner noch den DifferentialqaoUeDtcn 

SO findet man folgende Anordnang, 

00004 
00013 
00022 
00112 
01111 

welche der fünften Gombinationsclasse der Elemente 0, 1, 2, 3, 
aar Qnersnmme 4 gleichkommt 

Durch Anwendung derartiger Untersuchungen auf beliebige Dif- 
ferentialqaotienten der Potenzen von 0, deren weitläufige £ntwicke- 
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Völlers: Combinaiorüche Dar$ueUung 



long aber bei der Ldchtigkett, nüt welcher dieselbe ausführbar \%u 
hier unterbleiben mag, gelangt man zn folgendem Satze: 

Entwickelt man von DB^ DB^, DB^ n. s. w. ausgehend die auf. 
einander folgenden Differentialqaolieuten, und scbliesst man vorlänfig 
die sich hierbei ergebenden nnmcrischen Coefticienteu von der Be- 
trachtung aus, so sind die einzelnen Summanden einer beliebigen 
EntWickelung {D*'^'") in der Weise zusammengesetzt, dass sie, wenn 
man B mit 0, DB mit 1, D^B mit 2, D^B mit 3 u. s. f. bezeichnet, 
die einzelnen Com^cxionen der n-{-l Elemente 0, 1, 2 ... zur Quer- 
summe n und zur mten Combinationsciaafle reprikaentiren. 

Vergleicht man nun die beiden Dififereutiahiuoticiiicu 

D^B* - AB*D^B+^^DBlfiS-^d6BH£^e)* 

+imB^iDB*I>*B'\- mB(DB)* 

mit einander, so findet män, dass die Anzahl der Summanden in bei- 
den Heiben gleich ist, und die Producle der einzelnen Differential- 
quotienten (wobei B als Oter angesehen werden mag) in der letzten 
sich von denen der ersten nur durch den Factor B unterscheiden, — 
was einer Classcnändernng einer gegebenen Anzahl von Elomontcu 
zu einer gegebenen Quersumme entspricht, — dass dagegen die nu- 
merischen Cocfficicnten scheinbar ganz verschieden sind. 

In manchen Rechnungen sind nun die Combinationscomplexionen 
▼on ihren Permutations- oder Versetsungszablen begleitet; schneidet 
man auch hier dieaelben versuchsweise aus, so ergiebt sich : 

IßB* = W^D*B-\-V2 4 &-D(-J U^(:;) 

4-6. 6. B\D*B)^'\'r2. 12. Bl,DB}^iy^B-^2^{DB)*' 

-f6. 10. e»(D«6)«+30. 12. B\DB)^t)^B 
4-5. 24 ö(Z)0)*. 

Man sieht, dass die rechten Seiten der beiden Gleichungen nun- 
mehr gewisse numerische Coeffidenten gemeinschaftlich haben, näm- 
lich die Zahlen 1. 4. 6. 12. 24, die, wie man sich leicht flberzengt, 
jedem vierten Differentialquotienteo Irgend einer Potenz von B zu- 
kommen, nachdem man aus den sich an&ngs eigebenden Cocfficienten 
die dem entsprechenden Differentialquotientenproducte zugehörigen 
Versetzungszahlen ausgeschieden hat Durch weitere Verglotchangen 
wird man finden, dass jedem Bifferentialquotienten einer Potenz von 



Digiiizca by Liu^.' . 



der höh«rn DiffertHtüUquoUenten. 



67 



S nach Ausscheidung der Versetzungszahloii gewisse Cocfficioaten 
zakommeu, die mau Dunmchr allein ins Aage zu fassea bat 

Um dio genannten Coefficienten auf die eiafocliste Art und Wdse 
Itlr eine gewisse Anzahl aofttcigeuder Differentlalqnotienten za er- 
mitteln, erinnere man sieh, dass nie mehr Summanden enthält 
als man folglich nur Z>»6** fttr « 1, 2, 3, 4 a. s. w. tu 

berechnen braucht 

Man entwickele nun aus DS D8* durch Multiplication mit 0 
and Acndcrung der Vers( t/.uugszahlcn, aus DQ- durch Difforcntiation 
D^e\ dann in derselben Weise aus 2>>6S, D*^ und ans £^e^ D^0^, 
und fahre so fort 

Man erliält so nach Aussonderung der Vcr^i t/,uitL.'Szahlen für die 
7 ersten Differentiah^uotieuteu folgende CoefßcieuLüu: 

1. 1. 

IL 1. 2, 

m. 1. 3. 6. 

IV. 1. 4. 6. 12. 24. 

V. 1.5. 10. 20. 30. 60. 120. 

VI. 1. 6. 15. 20. aO. 60. 90. 120. 180. 360. 720. 

VII. 1. 7. 21. 35. 42. 105. 140. 210. 210. 420. 630. 840. 1260. 
2520. 5040. 

Man bemerkt leicht, dass die ersten CoefficienteD in jeder Reibe 
die aufsteigenden ßinomialcoefficicnten der dem zugehörigen Dif- 
ferentialquotienten entsprechenden Potenzen sind-, die anderen da- 
gegen sind scheinbar ganz regellos gebildet. Durch wiederholte Ver- 
suche gelang es mir jedoch, dieselbon auf folgende Form zu bringen, 
worin (*i)m den mten Binomialcoefficienten der nten Potenz be- 
seichnet 

L (Do 

n. (2)o (2), 

III. (3)o (3), (3),.(2), 

IV. (4)o (4), (4), (4),.(3), (4),.(3),.(2), 

V. (5)o (5), (5), (5),.(4), (5),.(4)g (ö)i.(4),.(3), (ö),.(4),.(3),.(2), 

VI. (6^ (6)j (6), (6)s (6>,.(5), (6),.(ö), (6)^(4), (6),.(5),.(4>» 

(6) ,.(ö),.(4), (6),.(5),.(4),.(3), (6),.(5),.(4),.(3),.(2), 

YIL (7)o (7), (7), (7)3 (7),.(6), (7),.(6), (7),.(6)3 (7),.(5),.(7),.(6,v(r.j,. 

(7) i.(6),.(5)2 (7),.(6),.(-l), (7),.(G)i.(5),.(4)i (7),.(6)i.i5),.(4)j,. 
(7)t.(6)i.(5),.(4),.(3}. (7),.(6),.(ö),.(4),.(3),.(2), 
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Volltrs: Combinatoris^ DartleUung 



In diesem Schema st ( heu zuuächst alle aufsteigenden Binomi- 
alcoefficienton der dem bi^trfffoQdon Differeutialquülitiiten fiitspre- 
ehenden Potenz; daDU der liiuoinialcoefticient der genatintcn Poton?,, 
welcher den Index 1 besitzt, vereinigt mit allen uiöglichiii aufsfei- 
gendrii BinomialcoefticiciUen der vorhergebciiden Potenz von dcni- 
jenigoii mit dem Index 1 boginuend; dami der liinomialcolHcient 
der huclisteii Potenz mit dem Index 2 vereinigt mit den aufstviyoii- 
den Cueffioienteu der zweithöchsten Potenz von demjenigen mit dem 
Index 2 heuinnend. Nachdem in eutsprechender Weise alle Jbniumea 
erschuptt sind, werden die Terniouen hergesteilt-, zuuächst das Pro- 
duct der RiDumialcoefticienteu der hiichsten und zwrithuchst» u Po- 
tenz mit dem Index 1 vereinigt mit den aufst< igcndcn Hinomial- 
cocfticienten der dritthöchsten Potenz, von d* nijeniu'« ii mit ilem Index l 
beginnend; dann das Product ans dem liiuüiuialcoclticienten der 
höchsten Polen/, mit dem Iudex 1 in den Coefiicientcii d'T zweit- 
höchsten Potenz, Wiilcher den Index 2 besitzt, vereinigt u»it allcu 
Coeflicieuten der vierthöchsten Potonz von demjenigen mit dem In- • 
dex 2 beginnend-, und so in entsprechender Weise fort. Da es nach 
diesen Krürternngeu keine Schwicrigkeiteu haben dürft«, wenn nur 
die Inilices der zu einer der obigen Eutwickeluugsreihen gehörigen 
Binomialcoefticienten-Complexiunen' bekannt« sind, diese selbst nic- 
derzuscheiben. so gentigt es, vorlaurig nur die Indices zu betrachten, 
welche tol-euderuia&seu sehr leicht zu finden sind. Nimmt mun den 
speciellen Fall, wo die ludices zum 7 tau Differentialiiuotieuteu der 
Potenzen von 0 gehoripon Biuomialcoefticicnteu gefunden werden 
sollen. 80 ist der erst Null, zur Ermittelung der tibrigcn sthreibe 
man tiie indices der aulstei^endeu. liinuüiialcüellicienten von der 
7ten bis zur 2ten Potenz herunter, jedesmal mit dem Index 1 be- 
ginnend unter einander, wie lolgendcs Schema angiebt: 

123 

123 

12 

12 

1 

1 

Man combiaire dob die Elemente der ersten Reihe zur ersten 
Classe; man erhält 

1. 2. 3, 

dann das erste Element 1 der ersten Reihe mit denen der zweiten 
Reihe, das 2te mit deuen der dritten, das dritte mit denen der 
vierten, indem man nur gutgeorduetc Complexioueu zulässt, zur 
zweiten Classe^ die^ giebt 



s. 
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II. 12. 13. 32. 

Darauf combiniro mau die Elemente 11 der beiden orsten Reihen mit 
denen der dritten, die Elemente 12 der beiden ersten Reihen mit 
den Elementen der 4ten Reihe, wobei wiederum nur gutgeordnete 
Complexiomm angelassen werden; man erhalt: 

III. 112. 122. 

Darauf combinin? man wifHlürum dio KhMiu nto III der drei oraten 
Reih« n mit denjoDigen iler viortcu Keiho, uud fahre in entsprecbon- 
der Weise fort. Mao üudct uoch 

1111. 1112 
Ulli 

null 

Wie man in anderen Fällen verfährt, wird mau leicht einsehen; 
nur so Tiel sei hier noch bemerlEt: Za angeraden Potenzen gehören, 

n — 1 

wenn man die Indiccs von 1 an rechnet ^ , dagegen zu einer 

geraden ^ aufsteigende Potenzen. Um das vorhergehende Schema 

aUgemein herzustellen, hat man daher, wenn der gesuchte Differen- 
tialquotient von 9 ungerade ist, n — 1 durch 2 za dividiren, darauf 

die Zahlen von 1 bis ^^-j-^ 2 mal, darunter die Zahlen von 1 bis 

** ^ zweimal, dann die von 1 bis ^" — 2) zweimal hin- 
zuschreiben, und so fortzufahren, bis dio Kntwickelung mit 2 auf* 
einanderfolgenden die Einheit enthaltenden Keihen schliesst 

Bei geraden Differentialquotienteu schreibe mau dagegcu einmal 
die Zahlen von 1 his ^ bin, dann zweimal — 1 u. s. f. , wie bei 

deu ungeraden Differouliaiquotiuuteu. 

Nachdem nuuiuehr dio Entwu-kolung aller einzelnen zur Bcrcch- 
nunff eines liöheren Ditierentialquoticnten von S erforderlichen Rcch- 
Uüügeu LTortert ist, durite es nötif; sein, die Gesammtcntwickelung 
an einem Beispiele klar zu machen. Bevor ich jedoch dazu schreite, 
will ich noch einige Regeln über die Entwickelung der nteu Combi- 
iiiitiunsclasse der Klemcntc 0V2 , ... n zur Quersumme n hier ein- 
fügen, da dieselbe nicht gut als ailgemeiu bekannt vorausgesetzt 
^erdtiü dürfte. 
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Isoliert: Combinatorische üarsttUung 



Handelt es sich um die Herstcllang der n ton Combiuationsclassc 
der genannten Elemente zur Quersumrae 7t, so entwickele man nach 
einander die Comhinationsclassen der Elemente 1 bis w zur Quer- 
summe n, setze der ersten Classe (n — 1) mal, der 2tcn (« — 2) mal, 
der dritten (w — 3) mal das Element 0 vor und fahre so fort bis zur 
fiten Classe, welche (n — n) oder 0 mal das Element 0 erhält Als 
Beispiel folge hier die achte Gombinationsclasse der £lemeutc 0 bis 
8 zur Quersumme 8. 



6 
17 



IIKIIIIKE 



00000035 
0<XXXAJ44 
00000116 

\m 

00000224 

00000233 
00001115 



lllllll 



IXKl 



00001124 

»im 

»1223 

<HXX)2222 

00011123 
00011222 
00111113 
00111122 
01111112 
11111111 



Zur leichten und sicheren Construction der einzelnen Combi- 
nationsclasaen der Element© 1 bis n dienen folgende Regeln, welche 
sich auf die Herleitnng einer rombinationsdasse aus* der vorher- 
gebeudeu zu einerlei Quersumme beziehen. 

1) Jeder Gomplexion der gegebenen Clftsae mit Ueborgebuig de- 
rer, die am Ende zwei oder mehrere gleiche Momente haben, setse 
man 1 vor, and vertauflcbe die letzte Zahl der Complexion mit der 
ihr im natttrlichen Zahlengfstem vorhergehenden. Dies giebt die mit 
1 aafangenden Complexioncn (die Ordnung 1) der abznleitendeiL 
Classe. 

2) In den so gefun<i(Mu'n Coniplexionen der Ordnung 1 (mit Ueber- 
gehang derjenigen Coniplcxioneu , welche entweder zwei oder mehr 
glrichc Anfangs- oder zwei oder mehr gleiche Endtileinente, eins oder 
beides zusammen, haben) vertausche mau die erste Zahl mit der 
näehstfolgenden, die letzte hingegen mit der nächstvorbergehenden 
im uatüriichen Zahlensystem. 

3) Ebenso leitet man die Ordnung 3 aus der Ordnung 2 ab, 
wenn man die YorschrÜt (2) auf die Ordnung 2, wie rorher anr 
wendet, nnd ebenso die zngehdrigen An&ogs- und Bndelemente den 
nmznwandelnden Complexlonen Tertauscht Und so filr die ftbrige* 
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Ordnung n, sovie l deren das Haaptgesetz der CombioatioQeQ , das- 
jenige der gutcu Ordnung zalässt 

Nach diesen Begcln lassen sich alle Combinationsdassen so einer 
gegebenen Qnersamme ganz mechanisch ableiten. 

Es soll annraehr golnnden werden. Mam schreibe, am 
besten nntereinander die achte Combinattonsclasse der Elemente 0 
bis 8 znr Qnersnmme 8 hin, wie es das Schema a. angieht; schreibe 

n! 

demselben die YersetznugiizabieQ, welche mittelst der Formel — 

gefanden werden, worin m! = 1.2.3 nnd worin « die Anzahl 
der Elemente der betreffenden Gomplexion, n. s. w. dagegen in 
denselben vorkommende Anzahlen gleicher Elemente bezeichnen 
(Schema b.); ferner schreibe man das Schema der anfstdgenden 
Binomtalcoefificionten, welches in diesem Falle mit 1. 2. 3. 4. be- 
ginnt an (Schema c.), nnd endlich entwickele man hierans das Schema 
der comblnirten Binomialcoeffidenten (Schema d.). 



Schema a. 

UÜ0Ü0008 

0UUUÜU17 
ÜU0Ü0026 
0(X)0003ö 

\m 

0ÜUX)125 

(xxxxmi 

00000233 

ans 



Schema b. 

8! 
71 
8! 
61 

8! 
6! 

8! 
61 

8! 
61 2 ! 

8J 
5! 2! 

8! 
51 

8! 
5! 
81 
5!2! 

8! 

b\ 2! 

8! 



Schema c. 

1234 

123 

123 

12 

12 

1 

1 



Schema d. 
0 
1 



3 
4 
11 

12 
13 
22 



413! 



III 
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Schema a. 
»1124 



CO» 



»1133 
00001223 

OOOlllU 

cxx)iii2a 

00011222 
00111113 
00111122 
01111112 
11111111 



Schema b. Schema c 

81 
4! 21 

8! 



412! 2! 

__8[ 
4! 2! 

81 
4U! 

8J_ 
314! 

313! 

8! 

3! 2" 31 

8! 
2151 

21 41 2 i 

8! 
61 

81 
8! 



Schema d. 
112 

113 

122 

222 

Uli 

1112 

1122 

11111 

11112 

lUlU 

1111111 



Ersetzt mau nun in dem Schema a. und d. die Indicei durch die 
zugehörigen Diflfereutialquotieuteu resp. liiuouiialcoofficienten. schreibt 
nach Unterdrückunf? des Schemas r. die auf einer Zrilt steheuden 
Grossen als Factoreu zusaiuraen und verbindet die so erhaltenen 
Prodttcte zu einer Summe, so hat man Z>^6^ vollstäodig eutwickelt: 

8! 



+11 (8), ewez>je 

4-1- (8)8 

o 1 



8! 



. 8! 



5121 
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gl 

+ jy^(8),(7),(6), ©*X)ö(D^e)2/>3e 

+ 4ni(8)f(6),(4), 

8! 

4- 3j 4 , (8),(7),(6),(5), e»(Z)^)*l>*e 

+ 3r3-i (8)i(7),(6),(r,), eHDB)*n^eD^ 

•h (8)»(7),(6),(5)|(4),(8)j 6(De)We 

+ g-i(8)i(7)i(6),(5)i(4)i(3),(2)i (De)» 

Um aus den augegcbeucu schumatischon Anorduungeu von D^S^ 
diejenigen von D^S^ herzuleiten, liat man nur (h'm Srhoina a. eine 
0 vorzüschreibcn, und da« Schema b. den so erhaltenen Coniplexionen 
in a. gemäss zn ändern; um D^O'' zu erhalteu, lasse man lu deiu 
Schema a. die letzte Combinationsclass<' der Zahlen von 1 bis Ö fort, 
ebenso die dieser entsprechenden Complcxionen in d., streiche ferner 
in dem Schema a. in den übrigen Complexioneu die erste Nnll und ver- 
ändere in entsprechender Weise die Versetzangszableui iu derselben 
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Weise kann mao aas den Anordonngen von D^B' die Schemata fiBr 
deriviren n. s. f. 

Nach diesen Erörterungen kann icli nuunu'lir zur Lösung der 
üben augegoboncn Aufgabe schreiten. Handelt es sich um die Auf- 
findang der 8ten derivirten Function /'^a;), worin 

/(«) — i^f, y = 
80 ist nach der oben genannten Formel 

^51 ^^6! ^^71 ^^81 ^ 

worin 

Man findet demgemftss 

i^8-[i>e^i 

also gleich der obigen Entwickclung von /J'^C*^^, jedoch soll nach aus- 
geführter Differentiation p gleich Null werden, und, wie man bemerkt 
ist alsdann ^ 0, DB = q^'ac, = n. s. w. oder kurz 

In dem obigen Sclioina a. vorscliwindcn allo Glieder bis auf das 
letzte, weiches keine Null enthält, also auch kein B\ ferner ist 

wie aus den angeführten Regeln hervorgeht, erhält man als Schema 
die nach Weglassnng der Nullen /urückbleibendc 7te Conibinations- 
classe der Zahlen 1 bis 8 in Verbindung mit den aus d. entnomme- 
nen ihr zBgchöri^pn Werten und den zu IPS'' in der 7tcu Classc 
der Zahlen von 1 bis 8 gehorigcu Yersetzuagszahleu. 

Um es knrz zn machen, die Schemata von U^B^ geben, wenn 
man alle Nullen in a. weglässt, dann die den so entstandenen Com- 
plexionen in a. entsprechenden Versetzungszahlcu in b. schreibt, da- 
gegen c. und d. durchaus nicht ändert, ohne Weiteres alle Werte 
von Uk^ oder die gcsammte Entwickclung für f^{x). 

Die Schemata fflr f\m) sind demgemäes: 
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Schema a. 

6 
17 
S6 

35 

U 

116 

125 
134 

224 
233 
lllö 
1124 
1133 
1223 
2222 
lUU 
11123 
11222 
111113 
111122 
1111112 
11111111 



Schema b. Schema e. 



1! 

2! 

21 

21 

21 
2! 

3! 
21 

3! 

31 

3! 

2! 

3! 
21 

4! 
3! 

4! 



4t 

212! 

4i 
2! 

AI 
41 

5! 
4! 

61 
31 

5! 

61 
5! 

6! 
4121 

7! 
61 

8! 
81 



1234 
123 

123 
12 

12 

1 
1 



Schema U. 

0 
1 

2 
3 



11 

12 
13 



23 
III 
112 
113 
122 
222 
Uli 
1112 
1122 
Ulli 
11112 
111111 
1111111 




Digitized by Google 



76 



Volters: Combinatoruch« Darstellung 



Ans dieser Dantellaug orh&lt man nmnittelbar den Wert von 
fHx)y woDB m&a für 1, 2, 3 u. 8. w. im orstea Scbema <p'x, g>'V, 

a. 8. w. 8etzt, im Uebrigco wie vorher bei der EntwickdaDg 
Ton ly^^ ▼eriährt nnd den einzelnen msammengch^rigen Combi* 

Fy 



' nationsdsssen aus o, b and d beiscbreibt 



Man erhält so 



2! 



U8)5VV9^» ^ 2! 



+ 

+ |! (8),(7),(q)««)V« 
+ 3l(Ö)j(7),v»arg)V(päa: 
+ 3!(8),(7)»9'«V'*9'» l 

:v (31 

4-3!(8)i(7)i(6),(<p'x)>^x 
+ |i (8)il7),(6)«(<p'«'>9>*^'/''* 

+ i]C8),(6),(4W<pM* 

+ |l(«)i(7)i(6)i(^)j(v'*)V(*) 
+ |-l(Ö)i(7),(6),(5)j(^'')'v^*V^^ [ jr 
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+ 5 1 (8)i(7)i(6),{6),(4),(g»'a:)V^ 

+ 4^j («)i(7)i(G),(r>),(4),(gp'x)^(g>='a:) 

+ ^1 (H)i(7)i(6),(ö)i(4)a(3),(v'3:)«9^ 

+ jji('^),(7),(G(i(5),(4},(3),(2),((p':.)^ 1 -gf^ 

Weitere Beispiele zu geben wird nicht nötiü: seiu. lia das ge- 
gcheiie iiinreicht, um alle Einzolheiton dor Ivechnung (.'rkcuuen zu 
lassen. Ich will nur noch bemerken, dass die Entwickelung der 
Schemata lür sich durchaus uicht rrforderlich ist, sondern dass man 
es hei rini^i;pr Uchuiig leicht dahin ])rinpen kann selbst den 2üten 
DiffcTealialquütienteu ohue WcitiTts niederzuschreiben; andererseits 
kann man aber die Werte einer gegebeneu qp(x) oder Jy direct in 
die Schemata einsetzen und so Specialformeln für die höhereu Dif- 
lerentiahiuotieuten erlangen. Wie sich die Formeln in jedem einzel- 
nen auf die höheren Differentialquüticntcn bezüglichen Falle, unter 
anderem auch zur Ermittcluns? der höheren Dififetentialquotienteu in- 
verser Functionen, benutzen zu lassen, dieses zu erörtern, würde sich 
für diese Skizze all/.usehr ausdehnen, daher unterlasse ich die Be- 
handlung dieser Fragen hier, und will nur noch ein paar Anwen- 
dungen geben, welche jedenfalls geeignet sein werden, die prakii^ lie 
brauchbarkeit der obigen Entwickeluogeu ausser Zweifei zu ötelieu. 

A- Differentiirt man die Reihe 14-«*+«^+ j) mal nach 

t und setzt oacb der Ditfercntiutiou x ^ so erhält mau 

[DP(1 4.«^4.«a»-|_ . . . e»«)l =: 1* +21»+ . . . fif 
Setzt mau hierin ^ » y, so hat man 

mau badet leicht 

[1^1 - (n+lWi. 

Mittelst der gegebrnon Werto und der berechneten Schemata 
für die höheren Differentialquotienten kann man nun den Wert 
l'+2'-|- ... für jede beliebige ganze positive Zahl finden. Hier 
mögen die Berechnungen fttr p «- 2, 3 und 8 folgen. 

Die Schemata für den zweiten Differentialquotienten sind 
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11 



11 
21 



d 
0 
1 



Daraus findet man, weil das Schema a. immer 1 ist 

1* -f 2' + 3*+ 1 i i2)o(n + 1 )» + 1] ( + 1 h 

i _L1. a.n n(n + l)(2n+l) 
— (n + l),4-2(» + l)5 j^^Ts 

IMe Schemata liOir den dritten Diifereutialqttotionten sind 



3 
13 

III TT. 



1! 

21 

31 
8! 



1 
1 



0 
1 

11 



Man erhält daraus 



P 4- 23 + 3« + . . . n» = 1 1 (3)o(n 4- l)j + 2 1 (3)i(n + 1 )3 
+ 3|(3)i(2),(n+l)4 =^ (n4-l),+6(n + l)3 + 6(« + l)4 

Die Schemata für den achten Differeutiaiquoticutcu sind bereite 
angegeben. 

Man eriiJÜt daraus 



18 + 28+38+, ..+«8 



2!(8)i 
+ 21(8), 

- 1 ! (8)o(n 4- l)s + 1 + 2! (8)3 { ^ 



1 + Ii (8)4 



\ 



1+3!(8),(7),| 
+ 3l(8),(7)s 

+ ||(8)2(6),| 
+ |;(8W6)3 
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j-f ^1 (ö)i(7),(6). 



5! 



41 (8)i(7),{6),(5)i 



■+ (8).(6)s(4), i 
( ||(Ö)i(7)t(6)i(ö),(4)| ^ 
(4,2l(8)iC7)i(6),(5),(4),) 
+ j (ö)i(7),(6),(ö),(4),(3), j («+l)g 

+11 («)i(7)i(6)i(5),(4)i(3},(2),(« + 1)9. 

B. Bifforcntiirt ♦) mau Fix mehrmals nach eiuandcr, so erhält 
man die Gleichungen: 

X 

D^Flx'^\^{F"lr~F'lx] 
n^Fltt '^^iF'^lx — ^F"lx + 2F'lxl u. 8. w. 
welche das allgemeine Bilduugsgesetz erkennen lassen 

V'^Flx = ]ji {/o^*to — l^F^-^lx — . . .} 

worin l^^ ^ u. s. w. von x unabhängig sind. 

Zn ihrer Bestimmang dieat die ipeeielle Annahme F)f ^ e-^» ; 
p!^ « es entsteht dann 

AU -f 1 j + 2) . . . U + » — 1) => V + ^i-^" - 1 + At A»'-2 4- . . . 4-1 A, 
worans man erkennt, dass A) = 1 

*) Siehe ..Scbirioiilvh , Uebangühucli »ur hribercn Annly««.'' Hl. Aufl. 
S. SS, 
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« 1+2+3+4+ ... (n-l) 
I, = 1.2+1.3+1.4+ ... +1(« — 1) 
+ 2.3+2.4 ... +2(«-l) 
+ 3.4 +3(» — 1) 



+(»-2)(«-l) 

0. 8. w. sind, oder es .«liud /q, die sogenaonton Facultiitcocoef- 
lici(aiton vom nten Grade. Diu directc Siimmirung dersLlbeu ist sehr 
umstundlich ; mau wird daher ein Mittel suchen, dieselben auf andere 
Weise zu erhalten. Eine sehr bequeme Art bietet hierzu der Ver- 
gleich mit der auf combinatoriseheu Wef^e h* rgtstellten Formel. 
Handelt es sich um die Entwickehing <l(>r !• acuitnteneof'flicienten des 
neunten Grades, so gicbt die obige Fornicl 

oder aach 

+ IJ-'Lx — hF*'lx + l^F^lx - /,7''^/x + l^F-'ix) 
Andcreraeiu hat man 

Darch Vergleicbang dicfler beiden Reihen erhält man 

Man entwickelt nanmehr die Schemata far den neanten Diffe- 
rentialqaotienten. 



a a. 


Schema b. 


Schema c 


Schema 


9 


1! 


1234 * 


0 


18 


21 


1234 


1 


27 


21 


123 


2 


36 


2! 


123 




45 


21 


12 


4 



117 

126 
135 

225 
S84 



U16 

1120 

im 

1233 
2223 
11115 

11124 
11133 
11223 
12222 

llllH 
111123 
111223 



3! 
2! 

3! 

31 

3! 
21 

3! 
21 

31 

3! 

3! 

41 
3! 

4! 
21 

4! 
2! 

4! 
2! 

41 

9! 

41 
3! 

&! 
4! 

5! 
3! 

6! 
3121 

St 

2! 2! 

6! 
41 

61 
51 

6! 
41 

61 
313! 



12 

1 
1 



Scbema dL 
11 

12 
13 

14 



23 
33 

III 

112 

113 

122 

123 



Uli 

1112 

1113 
1122 
1222 
UUl 

11112 

11122 
f 
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Schema a. 

1111113 

1U1122 
11111112 
111111111 



Sehema b. 

71 
61 

71 
5121 

81 
7! 

91 
91 



Sehema e. Schema d. 

111111 

111112 

nillll 

11111111 



Nun ist nach Einsetzung der Differentialqnotienten nnd Bino- 

l)*~^f«-"l)! 

mialcoefficienten in die Schemata, wegen tp*^ — ^ ^ 

i-,(8!)l!(9)o 

( {0!7!|2!(9), 
1^ \ + 11161121 (9)t 
"x^ i -h |215!}2l(9)s 
( 4- 13!4!12!(9)4 

|0!016!|||(9),(8), 

+ {0Illöl)3l(9),(8)t 
+ iO!2UI}31(9),(8)s 



1 



31 



+ {01813112^ (9)i(8), 



.3! 



4- IUI! 4!j2j(9),(7)t 

+ |11213!}3I(9),(7}8 



3! 



+ |21 21 2 l}3 j (9)3(6)8 



4! 



{010101511 3j (9}i(8),(7> 



4! 



+ 10101114!) ^,(9).(8)i(7). 



41 



+ {0l01213i}^(9)a(8)4(7)8 



4! 



+ {OUI113U2i (9)i(8),(6>, 



4! 



+ |0!112!2!}2i(9)i(8),(6)3 



V. 



+ |l!llli2:j^j(yj,(7M5), 
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8a 



J0!0I0I0!4!}^;(9),(8W7M6), 

o I 

+ (0!0I0! l!3!}|j (9),(8)i(7)j(6), 

+(oiifi!iiii}|j(d),(8),(e),(4), 

K)1 0! 0! 0! 0! 31) |j (9MöJ»(7)j(6),(5), 
- ^ ^ +I01010101 1121j ™(9),(8M7),(6)i(ö), 
-h(Oi 0! 0! im 1! }3v|l(9)i(8)i(7)i(6)«(4)i 



1 



{Ol Ol Ol Ol Ol Ol 21 ^ (9)a(8W7>,(6),(6),(4), 



' + JOI Ol OLO! Or 1 ! 1 l|g^,(9)i(8W7W8W6W4), 

^» = - ~|{Ol010lO!OiOlO!lI| |](9)t(8),(7)i(6WÖ),(4),(3)i 

- ~j{Ol010lOlOIO!0!OlOI| |j (9),(8),(7)i(6)i(5M4),(3),(2), 



bedeutet, wie man leicht erkennen wird, 0! (ansgesprochen 
Ote Fecnltftt) ebenso wie 11 1. 

Die gei,'ebencn Beziehungen zwischen den Werten von U und l 
lassen erkennen, dass die in den Klammern stehenden Factoren der 
Werte von U der Reihe nach 2!/;; 31 Iq u. s. w. sind. Man 

erhält nach Ausführung der angedeuteten Operationen 

1^ = 40320; i|- 109584; 118124; ^ — 67284; 14=3 22449; 

Ib— 4536; ^-546; 2i*36; 1^ -* L 

Diese Berechnung ist noch einer bedeutenden Vereinfachung 
ftlhig; zerlegt man nämlicli die für Ü/j,» 31 u. s. w. er- 

haiteuen Werte wieder in drei Schemata a,' b', d', worin wie itTum 
in b' die VersetzuuL^szahlen zum Schema a\ und in d' die Indices 
der Binomialcoefficientt n-Cüiii}tlrxionen kommen; dagegen in a' die 
in den einzelnen Beiheu der Eatwickelung von 21^ u. s. w. 
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enthaltenen Facultüton-Coinplexioueu, wobei man das Ansrufungs- 
zoichon fortläsbt, so erhält mau folgende Schemata, in denen die 
einzelnen Classen den Werten von ll/g; 21^7 u. s. w. entsprechen: 

Schema a'. Sdiema b'. Schema a'. Schema b'. Schema d'. 

0 1111111 

1 11111111 



6 


1! OOOOOOOl 


8! 
71 


0 


07 




91 

9! 


1 


16 
25 


O 1 

2! 

21 




2 
3 
4 


34 i 


21 




(X)6 


3! 
2! 




11 


015 
024 

083 


81 

3! 

3! 
2! 




12 
13 

14 


114 


31 
2! 




22 


133 
222 


31 
3! 
31 




Oft 

33 


0005 


41 
3! 




III 


0014 


4! 
2! 




112 




4! 
21 




113 


0113 


4! 
2! 




122 


U122 


4! 
21 




128 


1112 


41 
31 




222 


00004 


5! 
4t 




1111 


00013 


51 
31 




1112 
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Sbbema a'. Schema b'. Schema a'. Schema b'. Schema d'. 

00022 1113 

00112 jfJi 

01111 II 1222 

000003 II Hill 

000013 II 11112 

OOOIU Jli 11122 



1:1:1:1:1:1 



3T¥I 

7! 
6t 



111111 



0000011 111112 

Die Schemata V. and d^ ^d ganz dieselbea wie bei der Be- 
rechnmig von das erste Schema a'. entsteht ans dem Schema a. 
dadurch , dass man Jedes Element in demselben nm die Einheit ver- 
ringert Hasselbe lässt sich jedoch von dem Schema a. ganz nnab- 
hSngig darstellen , dadurch dass man die vorher angegebenen Regeln 
ÜBT die Derivation einer Combinationsclasse aus der vorhergehenden 
in der Weise abändert, dass an den Stellen von l, 2, 3 a. s. w. 0, 

1, 2, 3 n. 8. w. tritt, and dann von der ersten Classe (8) aasgeht 
Selbstverstftndlieh ist in den so erhaltenen Complcxionen die Qner. 
summe keineswegs mehr immer dieselbe. Da jedoch die Elemente 
in erster Linie Ordnungszahlen sind , so kann man den Zahlen 0, 1, 

2, 3 a. s. w. einen nm die Einheit grösseren nnmerischeu Wert bei- 
legen, wodurch die Qnersumme wieder 9 wird, und spricht sodann 
die Fordemng für das Schema a'. folgendermassen aus: Es sollen 
die aufeinander folgenden Combinationsciassen der Elemente 0, 1, 2, 
3 ... 8 zur Qnersammo 9 berechnet werden, wobei den BUementen 
0, 1, 2 ... 8 bei der Berechnung der Quersumme einem die Einheit 
grösserer numerischer Wert beigelegt werden soll, was man kurx 
ausdruckt: es solleii die sftmmtliehen Combinationsdassen der Ele- 
mente 0, 1, 2 bis Ö zur Quersumme 9 für den Zeiger 2 3 4 6 6 
6 7 8] 

j g g gebildet werden. Demgemass ergicbt sich folgendes combi- 
natorische Qesets: Bildet man simmtliche Combinationsciassen der 
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Elemente 0, 1, 2, 3 ... 8 zur Qaersnmme 9 für den Zeiger 1 2 3 



2 
3 

^ c ^ ^ 0 a t öclireibt dieselben als Schema a., schreibt in b. die 

4 0 D # o yj 

Versetznngszahlcn au, entwickelt in d. die ComplexioDen der lodices 
der Binomialcoeificienten (wie vorher)} ersetzt dann die Elemente 
des ersten Schemas darch die den Elementen entsprechenden Facul- 
tftten, ersetzt die Indices in d. durch die zugehörigen Binomial- 
coefficienten, bildet an» den sich eotspreehenden Werten ia d 
Frodncte, nnd Terbindet die zu den einxelnen Glassen gehörigen 
Prodncte in einer Summe; so sind die so entstandenen Werte der 
einzelnen Classen gleich l!^; 2! ^ n. s. w. Die TeraUgemelne- 
mng dieser ganz independenten Berechnung der Facnlttteneoffidenten 
aberlasse ich dem Leser. 



^ 
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Miscellen. 



1. 

Ute fiMtlMieimii« 

Die Forniel 

Ä-siaü— Uiiii(ü+9)+Ä^«*8iii(U+29)— . . — 0 

lässt eine Anwendung zu auf die Teilung eiues Winkels in n Teile. 
Dabei ist aicht nötip:, die Abschnitte x ^ = = p:^ der Abscis- 
eenachae gleich a zu setzen. Ivassen wir ;ilso m Punkte in einen 
zusammenfallen, sü geben von emcm Curven])nnkte m Strahlen nach 
demselben, und es ist U = £ß = mß. Setzen wir naa unserer Auf- 
gabe gemäss festf dnän 

mB = 2R — n(p 
Mi, 10 geht obige Fonnel Aber In 

Jl»«lniiv — moB^-^ 810 (n — 1)9 ^ ^a'iZ^-^in(»— ;2)y— —0 

Bierin Iii m ganz wilikOiüch zn nehmen , in Folge dessen die 
Glelchang zur Anwendung eine ziemliche Ausdchnang besitze. Im 
Torliegendcn Falle wird der za teilende Winkel ^^ durch 2R — mB 
Torgeitellt, womns bei paiieoder Wahl TOn m ans dem Winkel B 

der gesncbte ^ ss - Termittelst der Cnnre sich leicht ergibt 

Bemerkt man, dass man Ober n frei terfügen kann, and seta 
man n — 1 Torans, so resnitirt ans den obigen Formeln 
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V. 



■HU y 

Der zu teilende Winkel ^ ist 90 dus m an die Stalle tob 

n tritt, in Folge desBeii 



CurvoD dießcr Art haben die Eigenschaft, dase eine durch den 
Anfangspunkt gezogene Gerade die Carve in m Punkten schneidet, 
deren fiadienvectorensomme gleich l^inll iat 

Setzen wir z. B. m = 3, so ist 

die Trisectioüscnrve in Polarcoordiuaten, welcher wir schon früher 
bei der gleichseitigen Hyperbel begegnet sind. 

Diese Cunre besitst em« KnoteipiiDkt, diircli welchen 2 Tan- 
genten Undorcligeheii, welche mit der JT-Achse besfl^ch die Winkel 

it 2 

^* bilden. Die mit 0 bezeichneten Winkel sind der Reihe nach 
}R*-^, ^* ^ ^ Wnneln 

Ji, - 2aco8t|K-|-i9), 
Jin Sacos^ 

bewahrheitet wird. 

Geben wir anf die erste Formel znrflck nnd setzen 

80 resQltirt aus der betreffenden Carvengleichung 

i{*BinS^— 2iZa8in:;9*)-a>iin9 — 0 
die bekannte Qyperbel 



(a\* a* ^• 



Im Anschloss an diese Aufgabe« worin die Triaection anf einen 
Kegelschnitt znrackgeltthrt ist, setzen wir ttberhaapt auch für die 



e. 
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übrigoi] Fälle m » 2 voraas, und dio Teilaogscorve hat die Teroin- 

— 2al7a!]i(n«l)9>-4'a*8bi(ii'— 2)9 «"Oi 



worin 

o » Iflt. 

n 

Die Wurzeln dieser quadratischen Gloichang ergeben sich 



- 8in»9 Bin (» — 1)^ ± Vain (» — 1)^*— ainngi lin (« — 2)9> 

- sin «9 s gi]i(ii — 1)9 ± sin 9, 
10 die Oleichnng «ach wie folgt geaduieben werden kann: 
Ä coe-^— acoB— [R sin ^ —aüü—^ipj^O 
die Gleichnngen 

n— 2 , n — 2 

coe-ö-9 sin— sr-V 



eoa|9 Bin^9 

herroigehen, welche anch anf andern Wege abgeleitet werden können 

Die Polargleichungcn der Sectionscurvcn zeichnen sich durch 
grosse Einfachheit aus und umfassen alle Fälle. Die Untersuchung 
derselben bietet manches Interessante. Setzt man z. B. n 6 fest, 

R— Ä 

wia «nf die Xrisectiom 9 s= — g — nirflckkommt, so ezistiren den 
Pofmeln ftr und gemäss die Gleichnngen 

welche von einander unabhängig sind. Die letztere ist die Trisections- 
hyperbel. 

Ffir »«6 eriUUt man eine Gleichang (n— l)ten Grades von 
der Form 

worin die X Functionen von m sind, welcke eben&Us den 4. Grad 
nicht flberschreiten. Analoges gilt für die übrigen Fälle, die oft 
dnrch melirere Gorrengleichungen charakterisiit werden können. 

E. OekinghaoB. 
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2. 

Ist«tntSM efamr DUEereatlalglelehug. 

Um die Oleidiiuig 

zu iDtegriren, differeuüire icb dieselbe einmal, uüd erb&itc biedarch 

- " («) 

Setzt 1IUUI Bim 

tT^Y (3) 

fo erhält man 

r*'=«K . (4> 

Da« lotegral dieser Gleicbimg iit 

/* ^ 
e~ 4 [/i, C'i 4- f4 C',e"«"' + /«a Ca + ^"•«'Jcitt (5) 

0 

TOfBnqgesetKt, dan C^'C^ (hCi willkOrlidie, Uoe an die Bedingnog 

gebondene Constaiite sind, und dass fi| 14 |is ^4 die 4 Wanelii der 
* Gleidning 

Ji*=sl <7) 

sind. (Siebe meiae Yoriesangen über lineare Difierentialgleicbougeo, 
Seite 103). 

Setzt man nun in die Gleicbnng (5) für F seinen in (3) stehen- 
den Wert, so erb&lt man 

OD 

uud hieraus folgt durch Integration 

X 

+ H Q / e 4 1^ 4- 9(1*) 4- xi^u)Jci» 

0 

r - "T' 

0 



r 








— 1 — 










<!»••« 


— 1 — 












— 1- 


f*4«* 



(9) 



dl 

und in dieser Oleicbmig bedenten gp(u) vnd tp(u) einstweilen noch 
unbestimmte Fnnctionen von «. Wird diese Gicichnng zweimal nach 
X differentiirt, so gelaugt man wieder znr Gleichung (8) znrflck. Nnn 

aoll aber der in (9) stehende Wert yon y der Gleichung (1) genügen. 
Damit dies stattfiode, müssen die Functionen (p{u) und t/^(u) ent- 
sprechend gewählt werden. 

Ich schreibe nnn die Gleichung (9) knrz anf folgende Weise: 

/' «•fe^'»» — 1 — aux 1 
ö" *[ + + (10) 

0 

Differentürt man dieselbe, so erhalt man: 



/*_ "Tö'*'** — 1 1 



OD 



t" — SiiC je 4 . «^""tiu 



nnd werden diese Werte in die Gleichnng (1), d. 1 in 

- 0 (1) 

tüngefiüiTi, erhält man: 

OB 

«W'+f - -8**^ «~ "* j^|4 -» . ^"^J^ — 

4 jiV l-9(")+«^(w)J<^« 

oder nach gehi^ vorgenommener fiedncüon 



^ eA^-x ^1^^ Mux ^^^^^j^^ ^^^^ 
Knn lä£Ai ikü aicts 9(1«) so wählen, anf dass nachstehende Gleichnng 
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Intention einer DIU 
Um die GieichiiDg 

m integriren, differentiire ich die: 

y(5) 

Setzt man uun 

y 

10 erhftlt man 

Das lategnl dieser Gleit 

0 

vorausgesetzt, dass Ci 'C^ 



fp(u) jdu 



(12) 



;rch Differentiation 
•ichung (12), so er- 



RedacCion eine Identititf 



•itUC 



— 1 — ft lMP 



gebundene Constante sii 
Gleichung 

sind. (Siehe meine V 
Seite 103). 

Setzt man nun 
den Wert, so erhäl 

II* 



nnd hieraus foii 

CD 

9 



H jS? VJdtt = X 



-iCt + C^ + d + C^) 
ling (6) 

:C,+a+C4-0 (6) 
.ikOrlich, man kann daher dasselbe beliebig 
an das Integral der Gleiehnng (1) folgen- 



t'" 4" 



e 4 





— 1 — 


Ml«« 










— 1 — 












j*sV 






— 1 — 




L «*4V 



(10) 
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und hier bcdeoten, wie schon einmal gesagt, Cj C4 will- 
ktlrlicbe, blos an die Bedingung 

C, + Ct + Ci + C,^0 (6) 

geboodene ConsUnto, and fi, 14 fts fi« die 4 Wurzeln der Gleichaog 

V^ = 1 (7) 

Eio parttcnUbres Integral der Gleichnng (1) ist 

Jf - « (11) 
Setit man datier In die Gleichung (l) 



==«y^ Zdm (12) 



80 erhält man zur Bcstimmuag von Z die Gleichung: 

«Z'+AZ"— ««Z=0 (13) 
Das integral dieser Gleichung ist sumit: 

and führt man die hier angezeigte Operation darcb, so gelangt man 
za folgendem integral der Gleichnng (13) 

0 

-^^y^ 4—^ 



du (15) 



wobei C4 und 14 fi» die früher augezeigte Bedeutung 

haben. 

Führt man in die Gleichung fl3) statt der Variablen « eine 
neue Vahablo I ein, mittelst der iSubstitation 

= I (16) 
10 gelangt man ib der Gleichnng: 
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645»g^ 4-20ö|^-i- 72^'-Z-0 (17) 
Das Integral dieser GleichuDg ist somit: 

« « 5 -LX-^f!i— 



+ ..Q /V Vf^^^ - ^>-^^-i-M4>C^I + fiiVU (18) 

y L ^^„y^ ^,vy{ y|J 

C, Cb Q und ^ H m haben genau die fraher angeteigte 
B«deataiif. Simon Spitzer. 



Üelber eines feemetelaefeei <hrt. 

<3 seien zwei Punkte in der Ebene des Dreiecks ABC. AF 
werde Ton B(7, J0Q, C*Q besiebnngsweifle in P«, il», iic getroffen. 
Ä* liege zu P« beiflgUcb AhAt harmoniBcfa. 

Wir construircn A\ indem wir die Punkte ^1, C der durch P« 
gebenden Geraden ßC mit Ac verbiuden. Die Verbindongsgemde 
der Paukte 

{BAh, CAc), {BAc, CAi) 

trifft Ar in A'. 
Nun ist: 

{BAk, CA^)=Q 
Wir haben also die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden 

IQ, {BA^ CAi)], ^P« 

zü bestimmeu. 

Fttr P^paphPa Q = qaqbqe (triffletrische Pnnkteoordinatea 
bezüglich des FundsmentaUrdecks ABC) erhalten wir: 
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0 
0 



Sa 

0 

Pc9f 
pe^ 
0 

^Pbqa 



APm^ 0 

CQ = 
Ab ^Peqm 

BAe ^pcqb 

(CAh^ BAc) = pb pc qa 

Die TerbindiiDgagerade dieses Panktes mit Q hat die Form: 

Pbqc-{-peg!b —Pcqa ~pbqa 

Dieselbe trift AP» in 

A'^2pbpcqa Pbipbqe-^pcqb) Ptipbqe + pcqb) 

FOr PsJ^ das Inkreiscentram, bekommen wir: 

A' = 2q0 qb+qe 9+9« 

Der Ort der Pnnkte Q, ftr welche in diesem Falle die A' m emcr 
Cteraden Hegen, ist die Corve: 

2*« Kb'^'Xe 



Die Gerade 



ist die Harmonilude Yon J. 
Der Kegelschnitt 

8 — Swü^SxbXc — 0 

reducirt sich auf den Punkt J. Denn nehmen wir an, irgend ein 
reeller Pankt »tßttt Uege auf iS, so dass 

Ansserdem liegt J auf 

Es mtlasten also die in einer Geraden liegenden Punkte 

1, «1, l + a, 
auf dem J^egelscbnitte S liegen. 



dann ist auch 
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Durch Projection erbalteii wir den aligemeineo Sats: 

i% Q seien zwei Punkte in der Ebene « inos Dreiecks ABC^ 
-4P werde von liC^ BQ^ CQ bzhw. in i«, Ah, Ac pctrofFon. A' sei 
der zu Ja be/.ütrlich AiAc vierte harmonische Punkt. Dann ^en 
die A' für alk l'unktc Q, welche auf der liarmonikalen von /' liegen, 
iu einer Geraden. Emil IIa in. 

Wien, Februar 1884. 



4. 

Geometrlsehe Anl^be nebst LSranf. 

Ein Dreieck zu construiren aus einem Winkel der Winkel- 
halbirendoD ta und der durch die Wiukelspitzo gebenden Mittel- 
linie ta. 

Auflösung. Für die Seiten nnd Winkel des Dreiecks ist die ge- 
br&achliche Beaeichnang o, c und «, ^ y angewandt 



Es ist 

(1) - 



46Meo8^ 



«• = b*-\-c^ — 2bc Cosa 
a« = 2i«-f 2c« — 4<a* 

(2) (6+c)« =^ 4««»+4ftesin«| 

Setzt man diesen Ansdmck für (jb+c)* in (1; ein, so erhAlt man 



oder 



/««.#««+A<*i*8in«2 = 001*1 



bc : ^ 2 

da das Yoneichen (**) für V hier nieht an ferwerten ist 
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Werden die auf <t durch <« gebildeten Abschnitte nnd ge- 
nannt, 80 iBt 



(.»tg«! - 2ea»+ <.«tg*^ +4i««Bec^ 

— tn* — s; 



I>enkt man flieh dann am das Dreieck einen Kreis beschrieben nnd 
tu bis zur Peripherie verlängert, nnd nennt man die Ycrlängemng «r, 
80 ist 

a..a, «.t8'l-2*.+|/«.'«g*f+4*.»«ec»5 



X — 



<a 2 



Demnach zeichne man den gegebenen Winkel a mit der halbironden 
<a nnd construirc die Verlängerung t von Verläugort man dann 
ta nm X, nnd beschreibt über t als Sciiue einen Krcisbu^jeu, welcher 

(Z 

Winkel ^ ftls Peripberiewinkel fasst, so schneidet der Bogen, in wel- 
chem der Scheitel liegt, einen Schenkel « entweder in 2 Punkten, 
oder berührt ihn, oder er hat keinen Punkt mit ihm gemein. Ver- 
bindet man iia urst( n 1 alle rincn der beiden Punkte mit dem End- 
punkte von ta und zieht die Linie bis zum aiideni Schenkel aus, so 
ist das Dreieck, welches so entsteht, das verlangte. Der andere Punkt 
giebt dasselbe Dreieck iu umgeschlagener Lage. Für den Fall der 
Berührung erhält man ein einziges gleichschenkliges Dreieck , im 
dritten Falle ist die Lösung unmöglich. P. Soeihoff. 



6, 

tfe'ber aUgemeine und absolute Perantatlonen* 

Lehrsatz. Beseichnet man die Anzahl der allgemeinen Per* 
mntationen fttr n Elemente mit P«, so ist 

Beweis. Der Beweis wird in der Weise geführt, dass man, die 
Kiehtigkeit derselben lar Toransgese^, seine Gflltigkeit fBr n 
nachweist Vertanfleht man nämlich das erste Element a mit einem 
laemente r, so ist die Pennntationszahl ftlr die fi--2 ttbiigen Ele* 
mente Fn-ti die Gruppe ist charakterisirt dnrch die Stelinng r ... a ... 
Ersetzt man weiterhin r dnrch eins der übrigen n— 2 Elemente^ z. B. 
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durch so sind fttr die fotgenden PermatationeD xwoi FftUe zu anter- 
scheiden. Entens mass « mit r deigenigen Platz tauschen, welchen 
dies nrsprflnglteh eingenommen hatto and a mnss demnach so 
lange anf seinen orspiUnglichen Platz zorflckkehren, so dass also die 
Gruppe der sich hieran anschliessenden Pennntationen charakterisirt 
ist darch a ....... r die Anzahl dieser Permntationen fOr die 

«—3 übrigen Elemente ist P»-s. Zweitens tritt u fQr r in die erste 
Stelle and r für t» in alle (n— 2) Pormntationen, die im Eingange 
angefahrt wurden. Beide Fftlle zasammen liefern mithin Pn-z+Pn-i 
Permntationen, und da « der Repräsentant der (ii—2) tthrigen Ele- 
mente ist, so ist die Gesanuntzahl derselben (Pfli>s-j-/'»~s)(n — 2) 
aber nach der Toranssetznng i^-i. Rechnet man die ersten 
Permntattonen hinzu, so ergeben sich fttr den Inbegriff sftmmtlicher 
Permntationen, welche darch den Platztausch von a und • eingeleitet 
sind., In-2-\~ Im~i Perrootationen und da a mit n — 1 Elementen nach- 
einander vertauscht werden muss, um alle Permutationen zn be- 
kommen, so ist 

Nun ist für die 4 Elemente a, 0, e, ä der Gang der Versetzungen, 
obiger Aaseinandersetznng entsprechend, 

ö .a.c.€l\ ^ 
b . a .tt . c J 

a.e .b .dir^ a , ä . c . b \ J\ \ 

c.a.d.h ) * ' d .a,b .e^ ^' 

Da nun /'., ist, so folgt für sämmtliche l*crmutatioüon, 

wenn man noch a mit c und d vertauscht 

und ganz allgemein 

= (i^»-a + Pn^l) in - 1). 

Zweiter Lehrsatz. Pn n.Pn-\> 
Beweis. Ans dem ersten Satze folgt 

P„ = n rn-2 + « . -^«-1 — Ph-2 — Pn-1. 

Aber die 3 Glieder ä/%_s— Pn-s— oder (»— 1)/'«-2— 
sind gleich 
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und letzter Aasdruck wieder — -f { (u — 3) Pn~i — Pn-^ . Fährt man 
mit dieser Redaction fort, so erhält man fUr ein grades n Bchliesslicb 

und für ein nngerades u 

(n— IJi V-2 - iW - 2Pi - = 0 

Also ibt 

Anmerkong. Yerfthrt man umgekehrt, indem man nach dem 
gew5hnlicben Permutationsvcrfahren oachweisat, dass 

Pn — nPn-l 

ist, so folgt hieraus 

Fn « («-l)i'N-i-t-/'H-i — (» — l)Pii-i + (« -DPii-a 

- (n-l)(i%_i + i',-2). 

Dritter Lelirsatz. Neuut man die PiTiiiutationsformen , bei 
welchen ko'm Eleim^nt in sriner ursprün>j;lichon Stellung st''ht, ab- 
solute uDd bezeichnet die Anzahl dieser Formen für n Elcmeuto 
mit P\f so ist 

P^n — (n— l)(i^««-.2+i'"«-l). 

Beweis. Der Beweis wird, wie bei dem ersten Satze, durch 
den Schlnss von n — 1 auf n geführt. Vertauscht man nämlich das 
erste Element a mit einem der übrigen q, so ist die Pcrmutations- 
zahl für die n — 2 Elemente P%-2. Die Gruppe dieser Formen ist 
charakterisirt durch die Stellung p . . . er . . . Ersetzt man dann p 
durch eins der übrigen n — 2 Elemente v, dann sind zwei Fälle /u 
unterscheiden. Erstens iritt g an die ursprüngliche Stelle von v und 
man erhält P%-i Permutationen der n — 3 übrigen Elemente j die 
Formengruppe ist charakterisirt durch v ... «...p ... Zweitens tritt 
p in die erstgenannten J*"n 2 Permutatiouen überall au die Stelle 
von V, die Gruj)pe ist bezeichnet durch t> . . . er . . . Für beide Fälle 
hat mau demuucb P\ -^t-j- J^'n ~2 Permutationen und da v die n — 2 
übrigen Elemente reprä.sentirt, welche nach und imcIi mit o zu vci- 
taascheu sind, so ist die Gesannntzabl dieser reriinitationen (n — 2). 
(P*n~2'\' P\-2) oder nach der Vui ausst tzuug / "„_i. Mau hat 
also als Inbegriff hämmtlichcr Permutationen, welche durch die Ver- 
tauscbung von u und q ein^'cleitet wurde, /' ',i-2-{- /'"«—i und für 
sämmtlichc Permutaliuiicn , Ji » dadurch erhalten werden, dass « 
überhaupt mit n — X i^^emcultiu nach und nach zu tauschen bat, iät 
also 

P\ - (»-!) {P\^2+P\^l) 

!• 
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Für crgiebt sich aber, wenn die Elemente a, /?, y, d sind, 
folgender Gang der Versetzangen 

.... j-P*! 

.... }Pa^ + 

Da nun also 
80 ist weiter 
allgemein 

Vierter Lehrsatz, i'«« = ni'"«-i + (— 1)« 

Darcb ein Terfahreu, wie bei dem Beweise des 2ten Lehrsatzes 
lägst sich nachweisen, dass ffir ein grades n 

nnd für ein nngradee n 

(«— l)i^-s- P«»-! - 2P«i— P«t — — 1 
ist, und mau hat also 

Fünfter Lehrsatz, ^'"i» — »I 4j + -(""l)*^!) 

Beweis. P,--P»» - »(i'— 

- « 1 (« - 1) {Pn-t- p«— s)+(-i)-*i + (- ir-* 

= n(n-l)(P„-2-i'««-2) + (-l)»*-2n-f (-1)— 1 

+ (- 

SS «(«— 1) (n - 2) /'•»-s)+«(« - 1) (— 

P^_i>«„ Ti(«-l)(li— 2) ... («— ^»-») 

+ n (n-1) . . . (n - H K-l)»-* 

Für ibsr»--! ist also 
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ft— PS — «(»— 1) 2 — »(« — 1) ... 34-n(n — 1} ... 4— ... 

Ifithin 



Anmerkaog. ^ ist also 



21-31+ •••(-i)"-'(,-iiyi+(-«"ii 



Bad für n = OD ist 



oder ^ = 0. 



Der Beweis der letzten Fonnel, welche den toh Herrn Th. Sanio 
liierst an^sestellten Satz enthält, ist nach dner Mitteilnng desselben 
ausser von mir, in ähnlicher Weise anch von Horm 0. Hermes ge- 
währt worden. Der Beweis, dass 



ist, Wörde bereits, wie ich hinterher gefandcn habe, von Nie Bemonlli I. 
gegeben ; man sehe hierflber Montmort: Essai d'analyse snr les jeox 

de hazard, Paris 1713. 2ter Theil. ■ * p — - ist nämlich der Aus- 

druck ftlr die Wahrscheinlichkeit, anter allen Permatationsformen ans 
% Elementen eine zn treffen, bei welcher mindestens 1 Element in 
seiner ursprünglichen Stellung ist. Bei Montmort handelt es sich nm 
das Spiel „Treize'^ bei welchem mau von 13 Whistkarten einer Farbe 
die einzelnen umschlagt nnd der Beihe nach aufzählt: As, Zwei, Brei 
tt. 8. w. Das Spiel ist entschieden, wenn die aufgeschlagene Karte 
mit der ausgesprochenen Bezeichnung ttbereinstimmt — Ueber den 
Satz des Heim Sanio sehe man: Grnnerts Archiv, T. LXX. p. 224. 

F. Seelhoff. 
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Müteeltem. 



6. 



B^eis fltr den iroD Herrn Dr. Suiio mitfetellten Sati, betreffend 
die e^nbinntorieelie Deflnition der Znlil «, 

Zu dem im 3ten Hefte des Archivs, Teil LXX- S. 224, von 
Herrn Dr. Sanio mitgeteüteD Satze, betreffend die combiiuitorisclie 
Definition der Zahl e, erlaube ich mir, folgenden Beweis zu gelten. 
Ich bezeichne hierbei die Anzahl der absoluten Permatationen von i» 
Elementen mit JV', die Anzahl sämmtlicher Permntationen mit N. 

Handelt es sich beispielBweise nm ^«5, so seien die Elemente 
1, 2, 3^ 4, 5 nnd dieses ihre nrsprflngliche Stellnng. Dann kann man 
znm Zwedce der Permntation das erste Element in die 2te, 3te, 4te 
nnd 5te Stelle setzen nnd erhält 4 Gruppen, welche hierdurch cha- 
rakterisirt sind. 

Setzt man ffir jede einzelne Gruppe jedes der abrigen Elemente 
an die Spitze , so findet man fQr die Anzahl der Permnlation einer 
Gruppe nftmlieb 2, wenn das Element an der Spitze ist, in 

dessen Stelle sieh (1) befindet, nnd im Ganzen 9 fElr die 3 andern 
Elemente, wenn diese an der Spitze stehen. Es ist also ans den 4 
Gruppen 

- (2+9). 4 - (NS+N'4)'4. 
Allgemein erhält man 

Insbesondere ist 

Oder 

iV«s — 1 . '3 — 1 
N\ = (1.3— 1). 4-1-1 
♦^"ä — ((1.3— l).4+l).ö — 1 u. s. w; 



iV^- (...(((1.3-1), 4-f 1)5-1) ..On + C-D* 

Lost iii.iti die Klainineni durch Multiplication auf, 00 ist 

itf«» = 1.3.4.5...n — 4,ö.6...n4-ö.6...n4-,..(— l)"-»n-i-t— 1)" 

Also 

*^ 2i"" ä!"*" ii"*" •'•^"^^^*"\n-iyi+^"^*^*;is 

— - für n — 00 

also 

^Äir=«' »»d Um ^^.„^ - . 
Bremen. SeelhofL 
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7. 

Baffstolliuig der Zahl e »Is iui«D<Uiehe» Frodaet. 

n 

Wie sieb nsch Wallis in Form eines anendlichen Prodactea 

gebeu lässt nämlicli: 

9 2.2.4.4.6.6 ... 
2 1.3.3.5.6.7 ... 

so auch ^1 o&mlich: 

e _ 1 .0.3.8.45.264.185 5 ... 
2 — 0.1.2.9.44.265.1854 

Hieria ist ^ — 1 imd sind die Nullen nur einer Tollstftndigeren Ana- 
logie halber /ULn-s-'tzt, iiulein daita jeder Factor des Zählers ab- 
wecbsolnd um 1 ^tössit oder kleiner, als der entsprechende Factor 

dt'S iiiiers wird. Das liilduugsgeseti hiuiet: „die SuiüHie je zweier 
uüi »'iiiaiider folgenden Factoren des Nenners, mit der Stelleuzahl des 
letztem von ihnen multiplicirt, liefert den folgcuden Factor^ also: 

(0+ 1).2 - 2 
(1+ 2).3«- 9 

(2-f 9). 4 =3 44 
(9+44).ö=:265 
etc. 

Beweis. Da der dritte Factor im Nenner, nämlich : 2 identisch 
«3—1 ist und (l-f2) = 4— 1, so wird der vierte Factor im 
Nenner nach demvoriiin angegebaien BildnngBgesetse: 4.3— 1.3 » 
4.3— 4-}-l — 9 und der vierte Factor im Zähler: 8 — 4.3—4 = 
4(3— 1) — 4.2 » dem vierfachen 3ten Factor dos Nenners. 

Ferner wird, da (2 + 9) =-(3— 1)-|-(4.3 — 4-f l)-=3.5 — 5-f-l 
ist, der fünfte Factor des Nenners — 3.4.5 — 4.6-{-5 — 1, also der 
fünfte Factor im Zähler, der ja um 1 grösser sein soll, 6(4.3 
— 4+1) -"5. 9 = dem fünffachen 4ten Factor des Nenners. 

Ebenso wird der sechste Factor drs Nenners, da (9 + 44) -=» 
(4.3 — 4+l) + (3. 4. 5 — 4.5 + 5 — 1) = 3.4.6 — 4.6 + 6 — 1 ist, 
die Form : 3 . 4 . 56 — 4 . 56 + 5 . 0 — 6 + 1 erhalten und der sechste 
Factor des Zählers dem sechsfachen 5tcn Factor des Nenners 
sein. 



*) VgL Ctnchy : dgebraitehe Analjsia N«aiita Note. 
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Ohne Weiteres lässt sich durch den Scbiass von n auf n-|-l 
dasselbe für die nten Factoroa des Zählers und Nenners dartuD. 

Brechen wir daher den doppelten Wert deB nnendlicben Pro- 
dttctea: 

1.2.3.8.45.264.1855 . .. 
^ 1.1.2.9.44.265.1854 ... 

beim nten Factor ab, so hebt sich aus Zähler und Nenner jeder 
frühere Factor bis auf den letzten heraus und bleibt im Zahler das 
Product 1.2.3 ... n, im Konner nur der » te Factor : 

2^=3.4.5.6 ... »—4.5.6 ... «+5.6 ... n ... ^nil 

und der reciproke Wert des Prodactes nämlich; 

N t_ _1 1 _ 1 

in ""1.2" 1.2.3"*" 1.2.3.4 •* ^l.'a.S ... n 

wird fBr « « 00 in den Wert * flbergehn, denn 

liefert Air a «> — 1 die Formel: 

e ^ ^^1,2 1.2.3^1.2.3.4 *• 

Anmerkung 1. £s mnss daher auch N die Anzahl der ab- 
soluten Permntationen zu Irgend einer Gmndstellnng bei n Elementeo 
Bein**), was ans folgendem erbeUt 

Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir vier Elemente a, 
c, d annehmrn und zwti Anzahlen JV und IV' nntorscheiden. Die 
erste gebe an, wie oft wir a, A, c, d zur Grundstellung ahcd^ die 
zweite, wie oft wir x, b, d zu d( rsclbcn Grundstellung nhcd absolut 
pcrmutiren kuuncn (d. h. so, dass kein Element mit der Grundstel- 
lung einen Platz gemeinsam hat). 

Was nnn die sweite Anzahl betrifit, so kann m vier Stellen ein- 
nehmen. 

Stellt * s unter a, so konimea jetzt die absoluten Permutiitionen 
von den 3 Ek nienten 6, c, d zur Grundstellung Itcd in Betracht, ihrer 
Anzahl nach Ul. 



*) Vgl. Combinat<)r!.<!cbe Definition der Zahl e tos Tb. Smuo. Onuiert*« 
▲rch. T. LXX. p«g. 224. 
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Steht es aber unter rcsp. c oder so kommen jedesmal die 
absointen Permatationen von den 3 ElemeDten 6, d zu einer Grund- 
stellong von 3 Elementen in Betracht^ deren eines a ist, also nicht 
unter 6, c, d enthalten ist. Daher werden dann jedesmal JU* abso* 
late Perrnntationen gewonnen nnd dies geschieht 3 mal. 

Soweit wird also IV' 111-^-3,111', während /F— 8.///' ist, 
da jetzt, wenn statt z das Element a eintritt, die erste Gruppe fort- 
fällt; also ist auch IV ^ lU-j-IV. Analog ist K=4./K', also 
auch 4.(iiJ+/K). 

Uithin wird allgemein die Ansaht der absoluten Perrnntationen 
iMi Elementen der »fischen Summe der Anzahlen der ab- 

soluten Pmintationen bei nnnd Elementen, nnd wir erkennen 
die TTebereinstimmnng mit dem oben fOr die Factoren des Nenners 
angegebenen BHduugsgesets. 

Anmerkung 2. Es gilt die Formel: 

2.2.4.4.6.6^^. 
/l.l. 2.9.44. 265.1854 ...\T73. 3'. 5 . 5 ^ 7 . 7- 
U.2. 3. 8. 45. 264.1055 ..J ' 

worin • — V^. 

Königsberg i. P. d. 4ten November laäd* 

J. Hermes. 



S. 

Uewcib iUr den iii T. L\X. S. 224 gegebenen Ausdruck der Zahl e. 

Die Ansahl deijenigcn Perrnntationen von n Elementen, welche 
mit 1er Anfangsstellang 128 a k Platze nnd nicht mehr ge- 
meinsam haben« möge durch n» bezeichnet werden. 

In Folge dessen bezeichnet iiq die Anzahl der Permutationen, 
welche mit der Anfangsstellung keinen Platz gemein haben, also 
der absoluten Permutationen der Anfangsstellnng, welche Herr 
Seelhoff ausfbhrlicher durch F^n bezeichnet hat, mithin ist 

no = P«» und n» = 1. 
Man sieht leicht, dass 
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wodurch also lu avf einfache Weise ton der Anzahl der absoluten 
Permntationeii einer geriagerea Zahl ?on Elementen abhängig ge- 
macht ist. 

Nnn handelt es sich nro die Bestimmaug des Grenzwerts des 

Verhältnisses 

\ (»! = 1.2.3 ... «) für » = ao. 
ZuTörderst folgt ans den obigen Formeln, dass: 

«! ""(n— 1)1* «! ""1.2 {n-2)V . «! 1.2.3 {n-«3)! 

Der Wert von ist jedenfalls <1 1 , uiul mau nudet durch einige 

Versuche, dass dieser Wert oscillirt. wobei aber die Schwankungen 
mit wachsendem n immer kleiner werden. Man dürfte also annebmeu, 
dass ein bestimmter Grenzwert vorhanden sein wird (dieser Punkt 

ist die einzige Schwache des Beweises); wir wolleu ihn durch - bc- 

zeichnen, setzen also 

lim — , — i ftr n — oü, 
ni X 

liann wird 

n! (« — 1)1 (n — 2)1 » 

und man hat demnach: 

«1 1 1 «t 11,.», 1 1 

lim = 7 • lim — j-^ l»ia — i — t~ö~o • - u. s. w. 
«I 1 X n! 1.2 X nl 1.2.3 x 



^uu ist offenbar 
mithin 



1^— ±M 



Geht iiKiii im Zahler nicht bis r,„, sondern nur bis und lüsst k 
und H beide ins Unendliche wachsen, jedoch derart, dass n — k cben> 
falls noch unendlich bleibt, so wird auch dann 

lim + +«* _ j 

nl ~" * 

weil sich sehr leicht zeigen lässt, dass der Kest 

n! 

sich dem Werte Knll nähert. 
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Substitairt man in die Gleicbuog 



Mm 

1»! 



die oben aufgostellten Werte von u. s. w., so folgt 



UDd daher 




womit der behauptete Lehrsatz bewiesen ist. 

Ich erlaube mir noch die Bemerkang, dass ich die mir von don 
Herren Hermes und Seelboff frenndlichst mitgeteilten Beweise, was 
Fruchtbarkeit der Methode anbelangt, dem moinigcn vorziehe, weil 
dnrch jeneaneh der abbrechenden (unvollstftndigen) Exponential- 
reihe eine combinatorischc Bedeutung abgewonnen wird. 

Königsberg. Tb. Sanio. 



Da auf unsiTii Realgymnasien die Differentialrochnuns? uii bt mehr 
getrieben werden soll, und es anderseits doch — schon mit Kück'^icht 
auf die Astronomie — wünschonswert erscheint, dass Tins(n'o ScIiuKt 
die Bestininmug des Kruniiiiiiiigsradius in einem gegebenen l'unkt der 
Ellipse kennen lernen, so habe ich versucht, diese Bestimmung ohne 
HCllfe der Differentialrechnung durchzuführen und zwei nicht allzu 
nmständiicbe Methoden gefunden. Zu der ersten derselben gab mir 
Yeranlassnng die httbscbo Entwickelung in T. LXX. II. dieses 
Archivs. 

I. Sind Ä' •=« 0 niui II — «> die GKicliungcn des Kreises und 
der Ellipse, so erhält niau Inkauntlich die beiden Paare gcmeiu- 
schaltiicher Sehnen durch die Bedingung 



wo p nnd q lineare Ausdrücke siud. 

Wenn der Kreis mit der Ellipse drei zosammenüdlende Pnnkte 
gemein haben soll, so wird die eine Sehne rar Tangeute in dem ge- 



Krftmmuugsradias der £lli|»se. 



IT^* XE jp.^... (X) 
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meinscbaftlichsn Puukt x\ y\ und die audcru Sehne verbindet diesen 
Punkt mit dem vierten Dorihbchaittspunkt, daher 

Sind noch |, t^, (> die Mittelpunktscoordinatcn and der liadius 
des Krümmangskreiscs, so wird U) zu 

Hieraus, wena i» eine noch za bestiaiineiide Constaute bezeicbnet: 
Die sweite Gleichung liefert 

«V 



also den Satz, auf welchen die angeführte Abhaudluug Bezug nimmt; 
die erste und dritte Gl. liefern dauu: 



— iSr-j i -54 



darauf erhält man aus den beiden letzten Gleichungen: 

I 51 » ^4 

Dann ist eodlich 

p« i^-;,.— ^ 

IL Man verlegt den Anfangspunkt der Coordinaten in den Punkt 
«V y' vnd hat dann die Gleichungen : 

Da der Mittelpunkt des Kreises auf der Normalen im Anfangs- 
punkt liegt und der Kreis durch diesen Punkt geht, so hat man zur 
Bestimmung Ton I, if die Gleichungen 

daraus 
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SabstitDirt man diese Werte ia die Gleicbung des Kreises, elimi- 
nirt zwischea dieser Oleichuag aad der der Ellipse aad snbstitairt 
wieder dea dadarcli erbalteaen Aasdrack für ^ in die Gleicbuug der 
Ellipse, so erbSlt maa aacb Divisioa darcb 



[-(-•- *•) - 2Mx' (l ± "^^)J' - - 4«V« (l ± 5) 



Damit die Gleichung zum dritten male durch gc=0 befriedigt werde, 
mass sein: 

woraus maa sofort dea bekaaatea Aasdraek för 9 erbiüt aad sv- 
gleich erkeaat, dass das aatere Yoneicbeu gcwftUt verdea mass. 

Prof. Dr. Stamm er. 

Düsseldorf^ Aufang Deccmber 1883. 



10. 

Zasata aam AaftaUe: ^^latefiatlon einiger partieller 
DUTereiitlalf leiehaafea zweiter OrÄiaag**« *) 

Die dort bebaudeltcn Gleicbangen können noch allgemeiner be* 
macht werden, wie folgt: 

1. Die partielle Differeatialgldcbaag: 

wü gegebene f uuctiouen von y sind, giebt nach x par- 

tiell differentiirt: 

eiue partielle DiffcreDtialgleichuag erster Ordnung für r, die iutegrirt 
werden kann, sobald fh. gegeben sind. 

*> Archiv T. LXX. Seite 919. 
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weX • ds^sdtft s&d <tiSt ^r. f ^ Gitani x« p s!i &c«e mb^gigo 

^ 1 r ■ 1 1 c/" 'Cr . 

<iae partielle DiBemkialgiackmi^ enter Oitei^ Ür r, die iategrirt 
wcrdem Ion, sobald f gegAem ist 



3. IHc partielle DifereotialrieidiaBg: 

#-(«g+ F)/(x,fsr) 

wo a eine Coottante, r eioe FtmctioB tob jr ist, giebt Dach r par* 
tiell differentürt: 

er iC . er c f or\ 

3^ - <K^ + (o^i -r ( ^ ^ r - ^ ^ j 

mit « dividiit and statt z, y die Grössen |> als neae anabhangjgo 
Variabeln eingeführt: 

ar . 1 df \Cf \ c/(dr fr \ 

Die Integration obiger Differcutialgleichangen ist hierdurch auf 
die Integration gewöhnlicher Diff^ reutialgleiclinngen zuückgefübrt, — 
weshalb dieselben ans dem Standpunkte der partiellen Differential- 
gleichnngen als gelöst zu betrachten sind. 

lüanscnbnrg (Ungarn) 1083 November. 

F. Yilyi. 
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11. 

Etalkeher Beweis 4er Extetenz eines Hittelpnnkts jMnlleler 

Krifte. 

Aus zwei cleidigericbtcteii Kräften ;>. rj , die auf /.w<m test vcr- 
buiiilcnc Punkte Ii wirken, resultirt naeli dem Gesetze des Hebels 
ciue gleichgerichtete Kratt p-\-q^ welche die Gerade Ali iu eiucm 
Puiikto b Dach dem Yerbältuiss 

AbiBh = q'.p 

schneidet. Der Punkt b ist also unabhängig von der gemeinsamen 
Richtung und heisst auf Grund dieser Eigenschaft der Mittelpunkt 
der parallelen Kräfte p, q. Aus p-\-q und einer gleiehfj;orichteteD 
auf C wirkenden dritten Kraft r resultirt ebenso eine Kraft + 
welche die Gerade bü in e uacb dem Verhältniss 

beieC — fjp-f-g 

teilt Der Punkt c ist anabbftngig vou der Richtung der Klüfte, 
durch ihn geht stets die Resultante von p+q und folglich auch 
Yon j», 9, r; es ist demnach e in gleichem Sinne der Mittelpunkt von 
I», r. Mit diesem System Iftsst sich eine vierte gleichgerichtete 
Kraft zusammensetzen, jl s. f. Nach jeder Hinzufagung erhUt man 
eine gleichgerichtete Resultante aller Xrflfte und einen Mittelpunkt 
Bs hat sich ergeben: 

Aus jedem System L'lciehgerichteten Kräfte, die auf bcstimnifo 
fest verbundene Punkte wirken, resultirt eine [gleichgerichtete Kratt 
gleich der Summe aller jener Kräfte, die immer durch denselben 
Punkt, den Mittelpunkt des Systems, geht, wie sich auch die gemein- 
same lüchtuBg ändern möge. 

Solcher Mittelpunkte kann es nicht mehr als einen geben; denn 
gftbe es zwei, und man nähme die Kräfte in einer von der Yerbin- 
dnngslinie beider verschiedenen Richtung, so wttrde die Resultante 
des Systems, sofern sie durch den einen Punkt giengc, nicht durch 
den andern gehen können; oder mit andern Worten, es wtlrden zwei 
Kräfte, die in verschiedenen geraden Linien wirken, einander gleich- 
wirkend sein mttssen. 

Der vorstehende Beweis ist mir mündlich mitgeteilt worden, mit 
der Aussage dass er längst bekannt sei, Dennoch scheint er allen 
oder den meisteu Verfassern von Schulbüchern, in welchen der Satz 
gelehrt wird, unbekannt gewesen zu sein, da von lö solchen Lehr- 
bttcbern, die ich kenne, einige weit umständlicher unzureichende Be- 
gründungen geben, die Übrigen auf jeden Beweis verzichten. 
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So leicht nun auch der Weg za entdecken 4st, anf dem man 
hier so schnell und ohne viele Yoraassetzang^ zum Ziele gelaugt, 
60 hielt ich es doch nicht für nnwert ihn ans Licht zu ziehen, um 
fttr die Zukunft zur Beseitigung einer Lücke in den elementaren 
LebrbQchern der Physik und Mechanik beizutragen. 

Gegenwärtige Mitteilung möge die Stelle eines für gleichen Zweck 
uuur gleichem Titel geschriebeuen trülieren Aufsatzes einnehmen, 
den ich hiermit zurückziehe. 

B. Hoppe. 
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VL 

Ueber ein Ciirvographon. 

Vmi 

Herrn Emitio PiranL 



Man hat in letzter Zeil sich vielfach bemüht das VerstÄndnisa 
der höheren Geometrie m erleichtern dadarch, dass man die behan- 
delten Gebilde als Modelle vorführte. Die Hilfsmittel, die dadurch 
eDtstarulcii siud, haben wesentlich den Zweck, Gebüdo dreier Dirnen- 
sioneo, deren Vorstellung in der Tat Schwiericrl^eiten darbietet, wirk- 
lich räumlich vorzuführen. Diese ihre Auf;.'abc erfüllen sie jedoch 
meist äusserst einseitig. Sic stellen gcwöhuüch eine bestimmte un- 
▼eränderliche Form des betreffenden Gebildes dar, und ihre Aikschau- 
lichkeit wird in nicht geringcra Grade durch die Gefahr beeinträchtigt, 
den Beschauer zu dem Gedanken zu verleiten, dass jene Form die 
einzig mögliche sei, oder ihn wenigstens daran zu gewöhnen mit dem 
betreffenden Namen immer einen unveränderlichen Begriff zu ver- 
binden. Und ea ist dies in der Tat oinc Wirkung, die fast unver- 
meidlich ist bei jedem, der jf^neu Gebieten neu ist, also für diejenigen 
gerade, für welche die Modelle wosontlirh bestimmt sind. Eine eiu- 
zige Classe von Modellen ist nur bekannt, welche diesen Uebelstaud 
nicht mit sich führen. Es sind dies die Modelle für abwickelbare 
Flächen, die schon seit längerer Zeit in verschiedeueu Formen vor- 
handen sind. Die einen sind in Holz und Seidenfädcu, die anderen 
in Eisen ausgeführt ; beide gestatten die Darstellung einer ganzen 
Schaar von Flüchen und zcii^en auch einige Uebergangsforraen. Ein 
Hauptmerkmal der erzeugten Flächen tragen sie deutlich an sich; 
die graden Idnien. Aehnlichen Reichtum an Formen zeigen die- 
ienigea Mixielie» welche am den KreiwchnUten ramnmengeitetat md. 
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Doch bei ihnen allen ist noch ein grosser Mangel vorhanden; jedes 
einzelne Modell vermag nur Flächen derselben Art darzustellen, wenn 
auch von verschiedenen Dimensionen, and man bedarf daher für jede 
Art eines besonderen Modells. Abgesehen von der Einseitigkeit des 
Systems, welche darin liegt, macht dieser Umstand die Anschaffung 
solcher Anschauungsmittel äusserst kostspielig. Sie zeigen jedoch 
schon einen grossen Fortachritt insofern als sie wenigstens die Starr- 
heit der früheren Modelle (in Gjrps, Holz etc.) aufgegeben haben und 
dass sie wenigstens eine Eigenschaft (Schaar der Geraden, Kreia* 
schnitte) an allen den erzengten Gebilden aeigen. 

Es war nun raein Bestreben ein System zu finden, welches es . 
gestattete, die Form und womöglich die Eigenschaften von möglichst 
vielen» zunächst ebenen Garveu zu Teranscbaulichen. 

Die Besnltate sind im Folgenden mitgeteilt i doch mochte ich 
der speciellen Besprechung die allgemeinen Vorsftge der Methode 
Toransschicken. 

Die Modelle, die wohl Curvographcn genannt werden können, 
lassen sich aus einer geringen An:^fihl von Elementen zusammen- 
stellen, und zwar ohne jegliche Mühe. Die Elemente sind Doppel- 
schienen und einfach gestaltete VerbindunL^ssttUke ; erstere entsprechen 
den graden Linien, letztere den Schnittpunkten derselben, oder festen 
Punkten auf ihnen. 

IMe Gurveu werden alle als geometrisehe Orte coustruirt, dabei 
aher continuirlicb beschrieben. 

Die Curvographen sind zunächst für Blei oder Kreide eingerichtet, 
doch lässt sich leicht Tinte oder Farbe statt dessen einführen, in 
manchen FäUen sogar Ziehfeder. 

Jede geometrische aus gradoD Linien bestehende Figur kann mit 
ihnen als um feste Punkte beweglich angesehen werden und zur Dar- 
stellung von Curven benutzt werden; es wird sich nur natürlich darum 
bandeln möglichst einfache und ergiebige Combinationen zu wählen. 

Die Wahl der Doppelschienen, statt des einfischen Prismenpaares, 
das ja auch jede andere Bewegung als die gewanschle Terhindeni 
würde, ist geschehen, weil dadurch die Mitte swischeu den beideu 
Schienen die Gerade darstellt, und somit die in den Läufern ange- 
brachten Stifte sich mit grosser Genauigkeit im Schnittpunkte zweier 
Geraden befinden. 

Was die beschreibbaren Curven selbst anbetrifft, so ist nur fttr 
die Ellipse ein Apparat vorbanden, welcher es ermöglichte mit solcher 
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Allgemeinheit Ellipsen aller Dimensioiieii darzastellen. Es ist .dies 
der EUipseniirkel, welcher nach den neueren kinematischen Bczcich- 
mmgeii als oecillirende Krensschleifenkarbel bezeichnet 
werden kann. 

Ausserdem hat Pcanccllicr in dcu Nüuvelles Anuales eine 
Combination sfiacr Elemt'ute aiigegoben, welche es gestattet Cissoideii 
zu beschreiben; doch ist sie wio alle reaucellier'scben Modelle ein 
Stabwerk, d. h. bestehend ans Stäben von bestimmter, zu berech- 
nender LäD^e, welche nur drehbar aber vollkommen uiiverschieb- 
bar mit einander verbunden sind Dazu kommt, dass die Stäbe in 
gar keinem directen Zusammenhang mit der beschriebenen Curvo 
stehen; dass daher aus der Construction nicht diu geringste Erläute« 
mng der Curvc gezogen werden kann. 

Eben in den betonten Ponkten sdieinen mir Yorzfige der neuen 
Xetbode zn liegen: dass erstens eine beschrftnkte Anzahl von Ele* 
menten« etwa 6 Scbienen[MMre und die dazn nötigen Yerbindnngs- 
stflcke» znr ZnsaminensteUnng aller Modelle, und znr Beschreibung 
aller der vielen Cunren gcntigen; zweitens dass die Constroetion die 
BSntstebnngsart und die Eigenschaften der Cnnren eriAntert 

80 zeigt: 

L Fig. 1. Leitlinie vnd erzeugenden Strablenbllsebel durch die 
zwei Schienen. 

II. Fig. a. Ldtkieis und Strablenbttschel. 

Ula. Flg. 3. zeigt den Zusammenhang der osciliatorischen Be- 
wegung mit der Rotationsbewegung. 

nib. Fig. 4. eignet sieh ebenso wie X. und II. nm den Begriff 
▼on Currenschaaren und FaraUelcurven zn erklären« man braucht 
daan nur mehrere Stifttrftger anf einmal anzubringen. 

Auch der Begriff einer UmhüUnngscnrre lässt sich daran erklären. 

nr. Fig. 5. zeigt Diredriz, Darchmeasar und Tangente; daiu 
lAsat sieh leicht der Radinavector, obgleich znr Construction über- 
flttssig^ aninisgen und dadurch zeigen, dass die Tangente den Winkel 
swisdien Durchmesser und Badiusvector halbirt; auch die Begrifib 
von Sabtangente und leicht auch von Snbnonnale lassen sich erklftren 
«Dd zeigen. 

?a. Fig. B lässt den Begriff einer Fnsapunktenrve verdeutlichen 
MmoU an der Cissoide selbst wie an der grossen Anzahl anderer 
vemadton Gurreii, die sich beschreiben Uu»en. 

a* 
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ym. Fig. 10. giebt eine Cnrve 4teD Gndes mit WendepQ&ktao 
und einer 8|iitze. 

ViL Fig. 9. die Lenmiskate und Fusäpuuklcurveii der Hyperbeln. 
Ebenso die der Ellipse. 

YI. Fig. 8. die H^rperbel alt geometriscben Ort Es zeigt wl« 
die Tttgoate den Winkel iwiMshan beiden BrannilnUen balbirt 

IX. Fig. 11. Curven verschiedener Grade (aasgehend yod einer 
3ten Grades) mit Wendepunkten and Asymptoten. 

Yb. Fig. 7. GisBoide ud wvnndte Cnrren nneh anderer Con* 
ftmetioiL 

Ausser diesen zahlreichen Beispielen von fast aürn ht i Cunen 
vorkommenden SingulanUiten bieten vor allen Dingen die Curvo- 
graphen ein deutliches Bild von dem Einflüsse der ParaimtLT anf 
die Form der Curven und von dem Zosammeobaug derselben uacli 
Familien. 

AnsMT den beadiriebenen Corren lassen sieb dnreb oft einfiM^ere 
Zosammenstellnngen Gnrven meist transcendenter Natur erzengen, die 
Jedocb nur dnreb sebr eompßcirte Formeln wiedersageben sind. 

Gebt man endlich zum Gebiete der synthetischen Geometrie über, 
so lassen sieb daraus sehr viele Sätze, wie der Desargucs'sche, die 
allgemeine Constmction der Kegelschnitte aus projectiviscbcn Strahlen» 
büschein etc. durch wirklich l>ewegliche Figuren verdentliehen. 

leb mdchte noch bemerken, dass die beschrftnkte AnnU der 
snlftssigen Abbildnngen mir die geaanere Besdureibnng der Constme- 
tionsfunselnheiten sowie die VerdeatUcbnng der eRengtem Curven 
unmöglich gemacht haben. 

I. Concboide. 

Erzengongsart: Wird ein Bliscbel von Geraden B von einer Qe- 
reden G dnrchscbnitten nnd trigt man auf jeder Geraden von B 
vom Schnittpunkt mit O aus eine gleiche Strecke e nach beiden 
Seiten ab, so gehören die gewonnenen Punkte einer Conehoide an. 

Zusammenstellung (siebe Fig. 1): Die Gerade ^ wird durch einen 
I)oppel8tab 6. 5 dargestellt, derselbe besteht aus zwei dünnen mög- 
lichst unbiegsameii Stablstäben (am ^^'ceijznetsten dazu habe ich so- 
genannten Bohrstabi gefunden), die durch zwei MeSvsing-Qnerstücke 
verbunden sind Letztere sind, wie aus der Figur ersichllich, zwei- 
fach durchbohrt, um die StiUichen darchanlassen, an denen sie durch 
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kleine Scitenschrauben befe«tigt sind. Unt^n tragen sie noch ei neu 
Dorn, vermittelst dessen sio an dor Unterlage festgeheftet werden 
köimen, (Qaerstück mit Dom (a)}. 

Der Btticbel wird durch einen Doppelfltab 1. 2. 8. 4 dargwtellt 
Derselbe ist durch einen mit seitlicher HoUrinne versehenen Dom 
(Fonn d) genrangen stets dnroh den Pnnkt 1 zo gehen. In 3 ist 
ein Qneistttck befestigt, welches stsit des Domes wie 5 nnd 6 einen 

Schraubenkopf nnterhaib trägt (Form i), welcher ihn zwingt auf 5. 6 
zu bleiben. In der constanten l'liitfernang o sind 2 und 4 befestigti 
welche in der Mitte IMeistift* inlagc^n nach Art der iTayons d'artistea 
tragen. (Stifttrüger Form c). Von ihnen wird die Curve beschrieben. 

Verschiedene Formen: Je nach der Länge der Strecke nnd 
Je nach der Lage des Bttsdieksentnims 1 ergeben sich Termitielst 
dieeer ZnsiBimensteUnng sehr verscfaiedsBartige Gurren. 

Ist die Entfernuug b des Btlschelcentrnms von der Geraden O 
grösser als <r, so sind der innoro sowohl wie der äussere Zweig 
üemüch flach. 

Je mehr sich c der Länge b nähert, desto entscbiedetter wird 
die Spitse des innmn Zweiges^ desto gewAlbter der änssere. 

Wird c grosser wie so bildet der innere Zweig eine bchleife. 

Wird h sehr klein, so wird die Schleife immer grosser nnd zwar 
gewOlM nn der von abgewendetsn Seite^ flneh an der sngewende- 
ten, — ebenso wiebst die WOlhang des änsseren Zweiges. 

Bis schliesslich, wenn ^ =« 0, d. b, wenn das Centram auf O 
liegt, innerer nnd äusserer Zweig in einen Kreis übergehen. 

In der Tat hat die Conchoide die Gleichnng 

worin /' und r die angeftUurten Bedeatangen haben. Wird 6 tfohr klein, 
so wird die Formel 

d. h. ein Kreis. 

Wild c sehr gross, also \ sehr klein, so wlUe man ^ nnd ^ als 

C CO 

Coordinaten 



W-(5+»)'a-i') 
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alao wiedenuD eiii Kreit mil tdir grosiem Badini «. 



IL Ktrdioidei 

ErzcngoDg^art : Wird die Leitgerftde der Conelioide durch einen 
Kreis, der darch das Bdschelcentnim geht, enetstt and w&blt man 
e 2r« M eriiilt man die Kardioide. 

Zusaramenstellung (Fig. 2): Der BOschcl wird wieder durch einen 
Doppclbtab 4. 5. 2. 3 dargestellt. Diesen zwingt wieder ein Dorn 5 
(Form fl) stets durch den einen festen Punkt zu gehen. Wiederum 
sind 3 und 1 Stiftträger (Form c). Statt aber durch die Leitgeraae 
geleitet zu werden wird nuu das feste Stück mit Schraubcukopf 
(Form ö) durch einen beliebig zu stellenden Radius 6 (Form e) ge- 

zwun^-M'M eine Kreisbahn m beschreiben. Dabei moss 1. ö — 1. 2 
sein, d. h. 5 and 2 anf demselben Kreis liegen. 

Verschiedene Formen : Ist wieder e die Strecke 2. 3 rcsp. 2. 4, 
Bo entsteht fflr <; » 2r bekanntlich eine Epicykloide. 

Für e ]> 2r wird die Spitze flacher, und flacher, nnd die Ciir?e 
nähert sich einem Kreise am das Bttscheloentnim. 

Wird e <C 2r, so geht die Spitze in eine Schleife innerhalb des 
Leitkreises über, und zwar wächst diese, während der ansseniiegende 
Teil sich dem Kreise nähert, bis für sehr kleines c beide Zweige in 
den Leitkreis Ubergeben. 

In der Tat Ist die 61eichitBg der Kardioide 



Q «. c4-2rco6a 




Variablen 



Also 'für e — 9r die eigentUcfae Kardioide: 

Für e ^ r eine Corvo mit der Schleife nnd zwar Ar sehr kleines 
e der Kreis 

Q — 2roo8ct 

d. h. der Leitkreis. 

Für c ^ r die verflachte Curve nnd zwar je grösser d. b. je 

kleiner -, desto mehr sich dem Kreise nm das Bttschelcentrom 
c 

e 2c 

nfthemd. 
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m. Ellipse. 

I. ErzeogaDgMrt (Fig. 3) : Eine Gerade droht sich am einen ihrer 
Punkte. Durch einen bestimmten Pookt derselben geht stets eine 
Yerticale, durch einen anderen eine Horiiontale. Der Schnittpunkt 
dieser beiden beechreibt eine fiUipae. 

Zusammonstcllnng: Die sich dreliende Gerado wird am besten 
durch einen flachen Holzstreifen daigestellt. Derselbe trägt durch 

Qoerstücke mit Dom (Form a) die Doppelst&be 2. 5. 

Von denselben wird einer borizontal, einer vertical geftlbrt durch 
die ParaUelognmme 44'W und 44W. Der StifttrSger gleitet 
am besten anf dem borisontalen nnd wird gefilbrC durch den Tertt- 
calen Doppelstab. 

II. Erzeugungsart (Fig. 4) : Eine Strecke a bewegt sich mit ihren 

Endpunkten aaf den C<K>rdinateoaxen, jeder Punkt der Strecke be- 
schreibt eine Ellipse. 

ZußanimensttUuug: Die Coordiiuitonaxcn sind fostsehefteto Dop- 
pelstäbe. Die Strecke a wird durch zwei festgeschraubte Quorstücke 

1. 3 anf einem Doppelstabe abgegrenzt. Dieselben haben Schraubon- 
köpfe (Form welche nur ein Gleiten längs der ( oordinaten ge- 
statten. Der boRchroiboiKh^ Punkt ist durch einen Stiftträger 2, 
welcher durch Seiteuschraubeu festgehalten wird, dargestellt. 

Verschiedene Formen; Ist h die Strecke auf « vom beschrei- 
benden Punkte bis zur Y Axe, so ist die Gleichung der beschriebe- 
nen Ellipsen 

Fällt der Punkt ausserhalb von a Uber die F Aze hinaus, so 
wird die Gleichung 

Die Punkte der Strecke a geben Ellipsen, die vom mittleren FaU 

a 

6 " 2> <)üieu Kreis darstellt» sich nach der X Axo rosp. 

T Aze hin immer mehr yei^aehen ins zu einer Strecke 2a in den- 
selben. Diese alle werden von der Gnrve 

x%+^ » ol 

umhüllt. 

Die Punkte auf der Verlftngening der Strecke a geben Sckaaren 
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TOD EllipteD . derea flAchtte wieder dk beides Stredteo 2« miI Z 
retf I y Axe liiid. 

EnpM mm CBortinfwiif :;gspMikt ; Im dem Vidfe» dt» der 
PufctScMd iiiMi imtlwwIlwM Duimli Mmii ■ rii ^fpoteme 



17. PsrabeL (Fig. 5.) 

Eneaguiigsaxt: Eb Piakt P bewegt neb 00, dtM Mise Eol- 
?0B Branpnkt «od tob dv Leiliini» iMi gMeh iit Um 
dkf tt ü w ic h ea wkd sm den Brenapiuikt «iM Gerade gedreht; 
dft wo lie die' Leitgerade trifft wird eis Loliaf ktstei« ORkbtet, 
efo iwflitee Lot wird in der jedetmaligen lOtte der Strecke iwiicbea 
UffMBpnitf uid LiiUittie erriditet» Der Dmtlifdidtt bdder Loto 
gidM Pndoe der PirabeL 



Ein DoppelBtab L S. 8 dreht sich um die 
Dometflck 1 (Form a). Die beiden Verteilen rind die Leiüinie md 

JUm * - 

■DB B^DHIfllBnBBDBB. 

In 2 und 3 befindea sich doppelte Qoerstücke (Form /), die ans 
zwei Querstücken (Form b) bestehen, welche senkrecht auf einander 
dnrcb eine Schraube befestigt sind, welche unten einen Scbr&nbenkopf 
(wie Form 6), oben eine Motter beaitzt 

Dte eine bei 3 trtlgt sTi fest, wlbrend et sieb auf der Leitlinie 

bewegen kann. Das zweite bei 2 trägt 2. 4 fest tmd gleitet aaf 
1. 2. 3. 



Enierea wird dvreb 1. 8.3 geleitet, letiteres darch dieSobeltel- 
taafontei 

In 4 befindet sich der Stiftträger, welcher auf dem Durchmesser 
Sn gleitet und durch die Tapgente 4 geleitet «ird. 

Yertchiedene Formen: Nimmt man die Sebeiteltangcnte aicbt 
in der balbeo Entfemnng awiicben Brennpanltl and Direetriz, 10 er- 
gaben eicb Onr? en Ton der Form 

worin p die Entfemnng Brennpunkt bis Scheitel ist» g die Entlsrnong 
Scheitel bis Directrix. 
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Y. Cissolda (Fig. 6.) 

I. Erzeuguiigsart: Die Cissoidc ist bekanntlich die Fnsspunkt- 
ciirve der Parabel, wenn man den Scheitelpnokt zum Pol nimmt. 

Kon wftre et aber za umständlich und complicirt, sngleicb Pa- 
rabel, ihre Tangenten nad die Fanpankte eonstmiien. Man 
komint leichter znm Ziel« ivenn man bedenkt, daat wenn der Brenn- 
pODkt Pol iit, die Fnaepanktennre dnrch die Seheiteltangente dar- 
geeteUt wird. Dieee Eigenschaft gestattet nftodich die Tangenten 
eiaer Parabel n nichnen ohne die Parabel selbst zn haben, and 
nun brancht man nnr noch vom Seheitel ans Lote «nf jene Tangen- 
tsB sa flUlen. 

Zusammenstellong : Die Verticale ist die Scheiteltangentc. 1 d r 
Scheitel, 1' der Brenupnnkt der Parabel. 1. 4 und 1'. 3 werden 
durch die Stücke 1'' und 2 parallel geführt TTS trflgt iu 3 die 
Tangente durch das Doppelstttck 8 (Form/), welches anf FTd ver- 
schiebbar ist nnd dnrch die Sdieiteltangente geleitet wird. iTi ist 
also Lot vom Scheitel anf die Tangente, so dass 4 (Stifttrftger Form c) 
die Gissoide beschreibt 

Yeraehiedene Formen: Die Gleichung der eigentlichen (3issoide 
iat, wenn j» die Brannsdite der Parabel: 

«»H-y'(p+«)-0 

Die Corre besitzt im Scheitel eine Spitze. Wählt man einen 
anderen Pankt der Abscissenaie als Pol, so wird die Corre wesent- 
lich anders. 

Sei p die Brennweite; m die Polweite Ton der Scheiteltaagente 
(r Axe) aas. 

Für grosses positives m liegt die Curve ganz auf der Seite des 
Brenapuaktes (positive) und zeigt keine Singuiarit&teu. 

Bei m s j> geht sie in die F Axe über. 

Wird m<^p, so bildet ^e Carve ^ 8|pitie im Scheitel nnd 
Bfthert sich der Gissoide. 

Für f» — 0 erreicht sie diese. 

ünmittelfaar danach bildet sie eine Schleife, die mit aanehmenden 
negatfven m wiebst 

Wählt man einen Punkt der Y Axe y == n als Pol. so hat die 
Curre aasser für n 0 eine Schleife, die vom tlbrigeu Teil dnrch 
die y Axe getrennt wird. 
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Liegt der Pol beliebig, so hat die Carve, wenn jcuer negative 
Abscisse bat, eine Schleife, sonst einen Umkebrpunkt. 

II. Erzeagangsart (Fig. 7) : Bewegt ddi dar Endpunkt dtt gjeiek 
c gemachten Schenkels eines rechten Winkels auf dner Geraden G', 

während der zweite Schenkel durch einen festen Pnnkt gebt, welcher 
von G um c catfcrnt ist, so beschreibt der Halbirungspunkt des 
ersten Schenkels eine Cissoide. 

ZnflammensteUnag: Die AnsftUinuis üt sehr eiiiüMdi. Die Hori- 
zontale ist die Leitlinie. 1. 2. 4 ist der rechto Winkel, gebildet ans 
zwei Doppelstftben und einem Doppelqnentftck (Form/). In 4 be- 
findet sidi ein festes Qnerstttck (Form 6), das durch die Leitlinie 
gefahrt wird. Ein Dorn 1 zwingt den sweiten Schenkel stets durch 
denselben Punkt an gehen." Ein Stifttriger 3 beschreiht die Cissoide. 

Verschiedene Formen : Auch hier lassen sich durch andere Wahl 
der Lage von 3, dnrch andere Stellang Ton 1 oder gar durch Wahl 
eines anderen als eines rechten Winkels (was ja das Doppelstttck 
gestattet) dio verschiedensten Formen erhalten. 

VI. Hyperbel. (Fig. 8.) 

Erzeugung^art : Die Hyperbel ist bekanntlich der Ort der die 
Tunkte P, für welche die Diflfcronz der Entfernung von zwei festen 
Punkten iF^F^ Brennpunkte) s^ets constant (2a redlc Axe) ist. 

Beschreibt man also nm einen Brennpunkt Fi einen Kreis mit 
Radius 2a und zieht PF^, FF^ so mnss, wenn B der Schnittpunkt 
Ton PFi mit dem Kreis ist, FB — FF^ sein, d. h. BFF ein gleich- 
schenkliges Dreieck. 

Um dies hervorzubringen benutzt inau die Eigenschaft der Tan- 
gente den W lakei zu halbiren, den beide Kadienfectoren einschliessen. 
Mau erhält ja alle Tangenten au einer Hyperbel, wenn man einen 
rechten Winkel zwingt mit dem Scheitel den Kreis mit Radius a um 
den Mittelpunkt der Hyperbel zu beschreiben, während ein Schenkel 
stets durch F geht, der zweite Schenkel giebt dann die Tangenten. 

Der Pnnict, wo sich die Tangente und der entsprechende Badius- 
vector schneiden, ist Punkt der Hyperbel. 

Zusammenstellung: Der Mittelpunkt der Hyperbel ist 3'. Der 
Leitkreis wird durch den Holzstreiten 1 beschrieben, der den Scheitel 
des rechten Winkels ^. 6. 7 trägt. Kin Schenkel dieses letzteren 
geht stets dnrch den Brennpunkt 3, der andere stellt die Tangenten 
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dar vid leidkt den Sttftlriger 7, der die Hyperbel beechreibt Der 

Triger gleitet auf dem Radiaereetor 4. 5. 7, welcher dnrofa die 
Panllelflüiniiig 5. 4 3. 3' iteta zu 1 parallel gehalten wird. 

Vn. Lemniskate. (Fig. 9.) 

EneiigQDgsart: Die Leomielcate kann alt FasspanktciirTe der 
gleidiieitigen Hyperbel angeaeben werden, wenn der BGttelpankt als 
Pol genommen wird* 

Wie bei der Cissoide, so braucht mau ancb hier nur die Tau- 
geateu der Hyperbel za haben. Man erhält dieselben, wenn der 
Scheitel eines rechten Winkels sirh auf dem Leitkreis bewegt, wäh- 
rend ein Schenkel durch den Brennpunkt F geht; der zweite Schenkel 
atellt dann die jedesmalige Tangente dar. 

Fällt man nun daranf yom MitCelpnnkt M des Leitkreises Lote, 
so gebüren die Fusspnnkte der Lemniskate an. 

Znsammenstellang: Der Radius 4 beschreibt den Leitkreis and 
fahrt das DoppelqnerstOck 3 (Form /), welches Scheitel des rechten 
Winkels ist Yon letzterem geht ein Schenkel stets durch den Brenn- 
punkt 6, der andere Schenkel trflgt gleitend den Stiftträger 6, welcher 
durch das Lot 1. 8 geleitet wirl Das Lot 1. 2 wird durch die, 
parallele Führung 1. 3. 2'. 2 stets 3. b parallel gehalten. 

Verschiedene Formen: Die Lemniskate erhält man für MF^ay2 
wo a der Badins des LeitkreiBes iat Ihre Gleichung ist 

Wird MF kleiner, ao nfthem sich die Wendetangenten der F Aze. 
Die Carre ist dann Ftasspunktcorve einer beliebigen Hyperbel nnd 
hat die allgemeinere Gleichung 

(«*+»*)* — ««■ 

wo a and b die Axen der Hyperbel sind. 

Whrd MF^ o, d. h. liegt auf dem Leitlo^is, dann fallen die 
Wendetai^ieiiten ,iBflamme& und die Gurre geht in zwei Kreise aber 

Wird emdliek MF<i a, so ist die Gurre FuaspnakteurTe einer 
Ellipse ant den Aien a und B und hat die Glelehnng 
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Sie hat ketaen Doppelpunkt mekr, aoBdera die Fücm einer «s 
der kleinen Axe «ngedrftckten EUipie. 

Für a=ib geht sie in den Kreis über. 

FosBpaoktcorven der Hyperbel im Allgemeinen. Man erbftlt sie^ 
wenn man statt des Mittelpuuktes beliebige Punkte als Pole wiblt 

Ibre allgemeine Gleichung ist: 

m)-f-y(y — n)]» — a"(«— — ») 

Man kann den Pol aof der X Axe, anf der Y Axe, auf dem 
Leitkreise (m*-|-n* « a*) nnd endlich gans beliebig wählen. 

In allen diesen FäUua hat die eutstchendo Cui vc Schlcifcnform 
solange die Abscisse des Pols kleiner als a. Li ad zwar liegt der 
Doppelpunkt im Pul. 

Liegt die Abscisse des Pols swischeB a nnd der Brennweite, so 
hat die Gorve eine Spitie. 

Liegt P anf der Abscissenaxe ond ist die Polweite gleich der 
Brennweite, so entsteht der Kreis. 

Ist die Abscisse grosser als die Brennwelte, so entsteht eine 
Carve ?on Kirdioidiscber Gestalt ohne Doppelpvinkte und nüt awel 
Wendepunkten. 



Vm. Die GurTO »V - (a+fl»)'(a-«). (Flg. la) 

Erzengungsart: Ein rediter Winkel bewegt sieb mit dem Scheitel 
auf einem Krdse, wftbrend seine Schenkel den Coordinatenazen 
parallel bleiben. IMe Schnittpunkte des horiaontalen Sebenkels mit 
der T Axd werden mit einem Endpunkt des boiisontalen Dnrdi* 
meesers des Kreises Terbunden. Diese Yerbindnngegerade trifft den 
Torticalen Schenkel des rechten Winkels im Punkte der Cnrve. 

Zusammenstellung: Der Scheitel des rechten Winksia ist 

Der verticalo Schenkel 7. ö wird durch die ParaUelftthmng 
3. 6. 1'. 1 der Latgerade 673 parallel gehalten. 

Der horizontale 5 6 bebt das Stück 6, welches mit zwei Schrau- 
benköpfen versehen ist uud auf der Leitlinie gleitet Dieses wie- 
derum hebt die 8. 6, welche den Stifttriger 7 leitet, welcher aul 
O gleitet 
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Ycrschiedene Foimen: Die Gnnre hat eine Blattform mit eioer 
Sjpitxe im PoL 

Wählt man irgend einen auderen Punkt als den Durchschnitt 
der A' Axe mit dem Leitkreise zum Pol, so bildet die Curvo eine 
Schleife. 

IX. Die CarTe ay* - 4a>(2a— «). (Fig. 11.) 

Erzeagungsart : Zieht man im Kndpunkt eines horizontalen Durch- 
messers eines Kreises die Tangente und durch den gegenübcrliegon- 
deu Sehnen; fällt auf den Schnittpunkten der Sehnen mit dem Kreise 
Senkrechte, und lei^t durch die Schnittpunkte der Sehnen mit der 
festen Tangente Horizontale, so scbncideu die letztgenannten jene 
Senkrechten in Punkten der Curve. 

ZBBamnieiistdliiiig; Die Sehnen werden durch 4. 5. 6 dargestellt 
Das Doppelstttck 6 gleitet auf der Tangente gelenkt Ton äw Sehne 

nnd trägt die horizontale 6. 7. Letztere lenkt den Stiftträger 7, 

welcher anf 7. 5 gleitet. Der Radius 2 führt 5. Die Parallelführung 

3. 3'. 4'. 5 hält 5. 7 vertical. Die Curve wird von 7 beschrieben. 

Tersehiedene Formen: Die Corre hat twei Zweige, weleho Ton 
d^ Tangente im Pol asymptotisch berOhrt werden. Beide haben Ihr 
« « f a (a Radius des Leitkreises) einen Wendepunkt. 

Auch hier kann durch andere Wahl des Poles eine grosse Man« 
nigfiltigkeit von Cnrven erhalten werdeu. 

Liegt zunächst der Pol ausserhalb des Kreises und zwar mit 
einer Abscisse 3> so inL die Curve symmetrisch und geschlossen 
nnd zwar blattartig. 

Ist die Abscisse < a , so bertihrt die Cnrve stets sweimal 
aqrmptotiseh die Yerticale dnreh den Pol. 

Und zwar hat, wenn der Pol auf dem Kreise liegt, die Cnrve 
nur üineu Zweig; wenn er innerhalb des Kreises liegt, zwei Zweige, 
die den Pol umfassen; wenn er ausserhalb des Kreises liegt (aber 
mit Abscisse <1 a), zwei getrennte Zweige, einen oberhalb, einen 
unterhalb des Pols. 
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VII. 

Zur elementar-geometrischen Kegelschnittäiehre. 

Yon 

Herrn Karl Lauermanny 
Lehrer m der BfligeiMlMiIa in Omlidi, Bohnen. 



Es gibt eine grosse Ansalü eiiüieiUicher Gonslructionett der Linien 
zweiter Ordnnog. 

Ich erlaube mir, im Nachfolgenden auf eiuc nene Constructions- 
iiu tliiHic hinzuweisen, welche in einfacher und eleganter Art die Lö- 
sung der dou Kegelschnitt betreffenden Aafgaben ermöglicht 

Bewegt sich eine Gerade O (Fig. 1.) parsllel in einer gegebenen 
Richtung A wfthrend sie stets zwei feste Oerade <?i, schneidet, 
dann beschreihen die Pnnkte «4 anf ihr, deren Entfernungen 
▼on einem festen Pnnkte F gleich sind dem Ton C?^, msS O 
grenzten Stttcke oft, einen Kegelschnitt 

Der elementare Beweis dieses Satzes lässt sich leicht erbringen, 
wenn die Eigenschaft der Linien zweiter Ordnung als bekannt vor- 
ausgesetzt wird, da^s ilas Vorlialtniss der Entfernungen jedes ihrer 
Punkt*^ von einem festen Punkte und einer festen Geraden (Brenn- 
punkt und Lei^nic) eine constante Grösse ist 



l) Herr QnetoT Bebilek, Phyrilcer nnd ICeduuiiker In Prag, hat mit Zn- 
gmodelegung dieser ihm von mir nrilgcieilien Ooaetmotioii in einnrei^er 
Welee einen Konographen hergeilellt. 
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Errichten wir nämlich von dem Schnittpunkte o des Geraden- 
paares , aus diö zu L senkrechte Gerade ov, welclic (7 in c 
schneidet, und bezeichnen wir ferner mit «, die Winkel, die <w 
mit bezickaügsweise eiascbliuägt, so ist 

oder 

soDteh der voriiegende geometrisehe Ort ein KegelsdiiiiU mit dem 
Bmmpiiiikte der Leitlinie L und der Excentridtät 

i — tga — tß/?. 

Offenbar let es gleidtbedeutend , ob wir rar Goofltmction eines 
betÜBunten KegelscfanitteB das Ctoradenpaar Gy^ G^ oder ein anderes, 
irgendwo in der Ebene gelegenes, benntsen, wenn dieses nur für 
jeden Zei^onkt der Bewegung der Oeraden O anf dersellien dn 
gieichss Stack abschneidet wie das orsprüngliche. 

Diese Tatsache, welche aas dem Wesen unserer Constmction un- 
mittelbar hervorgebt, leitet za der interessanten Erkenntoiss, dass 
Oberhaupt jede beliebige Gerade der Ebene als Constroctionsgerade 
angesehen werden kann, and dass sich in folgender Weise die ihr . 
satsprechende zweite Oerade finden lAsst 

Wir bringen (l ig. 2.) die beliebig angenommene Gerade mit 
Ö| — es künnto nätürlich ebenso gul auch G^ sein — und L in 
den Punkten p uud zum Schnitte. 

Wenn wir nun von p die Finllele an L ziehen nnd den Schnitt* 
pvakt 4 derselben mit durch die Oerade mit TOrbinden, so 
Hist sich seigeii, dass die gesuchte sweite Ckinstmctionsgerade ist 

Denn aus den ähnlichen Dreiecken oab^ opq^\ Oic^b^y o^pq folgen 
für ab^ beziehungsweise a^b^ die Werte: 

ab =» o a : op . pq^ 

und wdl nach den Dreied^en jn», , paa^ die Proportion 
besteht, moss 

ab a|6j 

lein, womit, da es sich hier eben nur um die Gleichheit dieser 
Eireuküa handelt, der Beweis hergestellt erscheint. 
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Wenn wir nun, diesem Vorgange entsprechend, die Hauptaxe 
TO, des Kegelschnittes — welche bekanntlich durch F gebt und auf 
L scnkrrclit stebt — als eine Constructionsgeradc ansehen, so ge- 
wmiiuü wir iu der ihr entsprechende a zweiten Geraden T die in der 
Brennpuuktsordinat^ berührende Tangente; und iu der Tangente des 
von derselben mit a-x, eingeschlossenen Winkels y die numerische 
Excentricität e des Kegelschnittes , deren Wert — wie ja bekannt 
ist — den Charakter des Kegelschnittes bestimmt. 

Im Naehfolg^ndeo verwenden wir die TOfgefUirte Enengnngsttt 
der Linien zweiter Ordnung zur LOsang einiger Aufgaben, wobei wir 
stete Ton der Annahme ausgehen werden, dase der Kegelsdinitt durck 
das Geradenpaar O^^ ^ Leitlinie L und den Brennpunkt ge- 
geben sei. 

1. Es sind die gemeinschaftlichen Punkte der Geraden ü/^ 
(Fig. 3.) mit dem Kegelschnitte zu bestimmen. 

Zu diesem Ende betrachten wir Af, als Constructioasgerade und 
bestinunen ans in der aagegebenen Weise sa derselben die ent- 
sprechende Gerade iff. 

Die vorliegende Aufgabe gewinnt unter diesem Gesichtspunkte 

folgende Faasuug: 

Es sind die auf gelegenen Spitzen solcher gleichschenkligen 
Dreiecke za finden, deren eine Basisecke iu F, die andere aber auf 
A/, liegt, jedoch so, dass die von 11^, A^ begrenzten Seiten dieser 
Dreiecke parallel zu L werden. 

Denken wir uns 0| den Sefanittponkt von Mf mit X» mit F 
dufeh die Gerade verbunden und von p als Mittelpunkt mit dem 
Halbmesser pq den Kreis X beschrieben, welcher A( in r, und v^ 
schneidet , so befinden sich ohne Zweifel die gleicbschenkligeu Drei- 
ecke pqri und pqrf mit Joueu, deren wir zur Lösung unserer Auf- 
gabe bedOrfen« in ähnlicher Lage, d. b. die komologen Seiten laufen 
zu einander parallel 

Ziehen wir also von F aas zü pr^ und;^-., die Parallelen, bis die- 
selben in *i uuJ 5^ schneiden, so wi rdii» du'se Schnittpunkte die 
Spitzen der gesuchten Dreiecke , somit auch diu Schnittpunkte von 
Ml mit dem Kegelschnitte sein. 

Besonders einfach gestaltet sich die Coustmction der 8ebnitt<* 
punkte des Kegelschnittes mit der Hanptaze cas,. 

In diesem Falle haben wir (Fig. 2.) die durch F gehenden und 
zn spxi um 46^ geneigten Geraden zn bestimmen nnd die Schnitt* 
punkte a^ßi derselben mit r auf «so^ in o, ^ zn proiiciren. 
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F&llt «, mit zasammen, d. h. ist eiue Tangente. des Kegel- 
schnittes, dann rücken aach r, und r, unendlich nahe an einander 
und es bertthrt der Kreis K die Gerade A^. 

Ans dieser Uebcrlegung folgen unmittelbar die Sätze: 

a) Die Geraden, welche von dem Berühmngspunkto einer Tan- 
gente nnd ihrem Schnittpunkte mit der Leitlinie zd dem Brennpunkte 
gesogen werden können, stehen auf einander senkrecht 

b) Jeder Punkt einer Kegelschuittstaiifiieiite hat von der, ihren 
Scbuitipunkt mit der Leitlinie und den Breunpunkt verbindcndcu 
Geraden eine Entfernung, welche der Strecke gleichkommt, die auf 
der erzeugenden Geraden far die Lage dieses Punktes von zwei Cuu- 
strnctionsgeradcu begrenzt wird. 

i. Im Punkte «4 (Fig. 1.) des Kegelschnittes ist die Tangente 
zu constmtron. 

Wir verbinden, indem wir den Satz a in Anwendung bringen, 
mit Fund errichten im letzteren Punkte auf m.>F die Senkrechte, 
welche L in k schneidet^ kmn ist die gesuchte Tangento. 

Ton dem Punkte F ansterhalb des Kegelschnittes (Fig. 4.) an 
diesen die Tangenten zn legen. 

Mit Rücksicht auf den Satz b) handelt es sich hier um die Be- 
slimmong zweier in F convergirenden Geraden von welchen 

P ihre Entfcnnm'j' mm^ gleich der Strecke bat, welche auf (7 für 
die Lage des Punktes r von , (7,^ gebildet wird. Das sind aber 
otfenbar die Tangenten eines Kreises mit dem Mittelpunkte P und 
dem Halbmesser Mmj. 

Denken inr uns also diese Tangenten bestimmt und ihre Schnitt» 
pnnkte o,, mit L durch die Geraden 7\, 7, mit P verbunden, so 
siud sdion 7„ die verlangten Tangeuten. 

Die Sätze a und b ftihrcn auch zu einer einheitlich ou Lösung 
des Normalenproblems bei den Kegelschnitten mit Zuhilfenahme eines 
Kreises. 

Grulich, August 1883. 
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VllL 

Bigenschafton der Funkte mit reciproken 
Dreieckscoordinaten und deren Anwendimg auf 

das Dreieck. 

Yon 

Max Greiller. 



Verschafft man sich zn emem durch dio Dreieckscoordinaten a, 
f beBtunmten Punkte p deqjeoigen Punkt p\ der die reci|irokeii 

III 

Coordmaten ^. - besitzt, so entspricht durch diese Anordnung 

jedem Punkte p der Ebene des Dreiecks, der nicht auf einer Seite 
deiselben liegt, ein und nur ein Ponkt p\ 

Sind Bon die Seiten des Fandamentaidreiecke durch die Olei* 
changen: 

-4 = »coB«,-f-y8infi— — 0 
B = «eo8«t+yBin0t-~dt « 0 

gegeben, so haben die Verbindungslinien der Punkte p und p* mit 
der Ecke a des Dreiecks, worin die Seiten B und C nsammen* 
Btossen, die Gleichungen: 

welche dadurch auf die Nonnalform gebracht werden, dass man sie 
mit den Ausdrucken: 
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dividirt; da aber beide Ausdrücke eioander gleich sind, so hat man 
für die Geraden, welche die Winkel der beiden YerbiiidiuigBimieii 
ap nnd ap' halbiren» die Gleichoogen: 

(Bf—Cß)-iBß^Cr)^Q 

oder; 

and 

woraus sich ergibt, dass die Ecktransversalen a; und ap' mit den 
Seiten B und C gloirhe Wink'^l einscbliesseo. Da aber jedem Paukte 
p nur ein Funkt p' entspricht« so folgt: 

^Werden von den Ecken eine« Dreiecks aas Tnasrenalen durch 
„einen beliebigen Pnnkt p s a, ß, y gezogen, so schneiden sieb nach 
„diejenigen Transrersnlen, wekhe von denselben Ecken nnd unter 
^derselben Neigung gegen die entsprechenden Winkelhalbirenden des 

^Droedn gesogen werden, in einem und demselben Punkte ^ » 

dessen Coordinnten reciprok sind zn denjenigen des gegebenen 

„Punktes j»." (1) 

Sind und j?3, p,' und p^' dio Fusspunkte'der von den Punkton 
p nnd p' anf die Seiten B nnd C gefällten Lote, so ist im Kreis- 
Tiereck ppjapa der Winkel pap^^ pptPz ] da aber nach (1) WkL 
paps p'<*pi PPt senkrecht anf ap«' steht, so ist auch p^p^ 
senJÖecht anf api weshalb folgt: 

„Fällt man von einem Punkte p Lote auf die Seiten eines Drti- 
,,ecks und verbindet die Fnsspunkte derselben, so schneiden sich die 
„von den Eokou dijs Dreiecks auf die entsprechenden Seiten des 
„FusspuTiktdreiecks gefilllten Senkrechten in einem und demselben 
„Punkte p\ dessen Coordiuaten reciprok sind zn denjenigen des 
funkte« p." (2) 

Denkt man sich durch die Fnsspunkte pi, p«, p» der Tom Punkte 
p auf die Dreieeksseiten gefülten Lote einen Kreis gelegt, welcher 
die Seiten noch in den Punkten pi\ p^\ p^ tnflt, und cnichtet in 
p% und pi' Lote auf den Seiten B und C, die sich in p' schneiden, 
Bo fdgt ans dem XreisTiereck p^p^PtPty dass WU. p$'p$Pt^p$p$Pt 
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und daher auch Wkl. ppsp^ = p'vtVi ; ia dem Kreisviereck p'pg'ap^' 
ist aber Wkl. pp^Ps p'<^Pz% räd well ferner pp^ senkrecht tof 
ap^ steht, so sind auch ap' and p^p^ zu einaiider senkreeht In 
gleicherweise ergibt sich^dm die in p^' und p^* auf den Selten Jl 
and B errichteten Lote sich in einem Punkte schneiden, welcher der 
Senkrechten angehört, die Ton e anf pip^* gefiUlt werden kann; so- 
mit folgt nach <2): 

„Fällt man von einem beliebigen Ponktc p Lote auf die Seiten 
„des Dreiecks nnd legt durch die so erbaltenea Fusspunkte einon 
„Kreis, so trifft derselbe die Dreiecksseiten in noch drei Punkte n, 
„welche die Fus^^juinktc der SeitoniiormalcD desjenigen Punktes sind, 
„dessen CoorUmaten reciprok sind zn deojenigoa des Punktes p " (3) 

Die Halbimngsperpendikel der Strecken piPi\ ptPty p%Pi ent- 
halten die Mitte der Yerbindnngslinie von p nnd p* nnd treffen sich 
flberdies im Mittelpnnkte des genannten Kreises; weshalb sich ergibt? 

,4)ie Fusspuukte der Seitennormalen zweier Punkte mit reci- 
„proken Coordinaten liegen stets auf einem Kreis», dossen Ceutrum 
„in der Mitte der Yerbindungsstrecke der beiden Paukte liegt.'' (4) 

Da in den folgenden Untersnchnngeu die Kenntnis der Goordf* 
naten einiger Symmetricpnnkto des Dreiecks erforderlich ist, so er- 
scheiht es zweckmftssig zunächst bievon Erwfthnnng so ton. 

Sind »1, ^ «3 die Längen der Seiten C des Fundemental- 

dreiecks, 80 ergeben sich fär den Schwerpunkt S dieses Drei- 
ecks, dessen Abstände von den Dreiecksseiten sich wie die Höben 
oder wie die reciproken Werte der Seiten des Dreiecks Terhalten, 
die Coordinaten: 

III 

5 = ~, -» (5) 

•i *f •ii 

Die dem Schwerpunkte S entsprechende Harmouikale oder Drei- 
(ckspolaro bezüglich ABC ist die unendlich ferne Gerade, deren 
Gleichung somit ist: 

^1 + ^*1+^-0 (6) 

Errichtet man Aber den Seiten des Dreiecks Quadrate und w- 
längert die den Dreiecksseiten parallelen Qnadratseiten bis sie sich 
dorchschneiden, so entsteht ein Dreieck, das Ähnlich und Ähnlich- 
liegend mit dem gegebenen Dreieck ist Der Acbnlikhkeitspnnkt 
beider Dreiecke wird der Grebe'scho Punkt G genannt. Sind 
nun eis, die Abstände desselben von den Droleckneiten B, 
C, so sind seine Abstände von den Seiten des mit ABC ähnlichen 
Dreiecks bedehnngsw^ ^ verhält sieb ; 
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aad daher auch: 

aonut: 

= «I (7) 

Die dem Punkte G euteprecbende konische Polaro des Dreiecks 
hat daher die Gieichaag: 

JBCti + -40, + ÄBt^ 0 (8) 

wodurch, wie leicht za erkennen ist, der dem Dreieck umschriebene 
Kreis dargestellt wird. Die den Punkten des Umkreises entsprechen- 
den Harmonikalen geben daher durch den Grebe'scben Punkt. 

Dir Hiltelpankt Jf des Umkreises hat tob den S^ten des Drei- 
«cka die Abstände Acos ir,, Jico9w.j, ifcosw^, wenn mit M der Ba- 
dina des Umkreises and mit tr^, ir,, die Winkel des Fnodamental- 
dreleeks beieidinet werden; drdekt man die Cosinas dieser ^^nkel 
durch die Seiten des Fandamentaldreiecks ans, so findet man fttr 
daa Umkrelscentmm M die Goordinaten: 

Aas den Gleichungen der Höhen des Dreiecks: 
^cost0^— Ccosw^— 0 Ceoawa^.Aooswi«0 Aeostfr2--^Goew|«0 
erhält man für den Höiienschmttpankt H die Coordinaten: 
1 1 1 

Der Mittelpunkt J des dem Dreieck einbeschriebenen Kreises 
and die Mittelpunkte , J^^ der anbescbriebenen Kreise haben 
TOD den Dreieclcsseiten je drei gleiche Abst&nde, wcshalh man hat: 

7=1,1,1 — 1, 1, 1 Jj = i, — 1, 1 = 1, 1, — 1 . 11} 

Die dem Inkreiscentnmi J entsprechende konische Polare des 
Dreiecks hat die Gleichung: 

Betrachtet man nan den M ittelpunkt d dieses Kegelschnitts als 
den Pol der onendlich fernen Geraden {Am^-^t ^H'\'^t =• 0) bezfig- 
lich dieses Kegelschnittes, so ergeben sich für jenen Punkt Q die 
Coordtnslea: 
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Dieser Pankt Q läset sich auch auf folgende Weise constniireQ : 

Man vorbindet die Mitten der Dreiecksseiten mit den Mittel- 
punkten ./, , J^y der entsprechenden Ankreise des Dreiecks, so 
treffen sich diese Yerbindnugslinien im Punkte Q; denn die Mitten 
/»i, der Dreiecksseiten haben die Goordinaten: 

= 0, «3, »i \ = 0, f, ; m, = *„ *i, 0 

und die Verbindungslinien mj^j, m^^t, m^J^ besitzen daher die Glei- 
chungen: 

wii J, = A{8^ — «s) + Ba^ — Cis — 0 ; 

= — ^«i+^(«s — *i) + ^«3 = 0; 
myJ^ = — Bs^ -f- C(«i — *3|) «= 0 

durch deren Auflösung sich ebenfalls die Goordinaten von Q ergeben. 

Setzt man der Kürze halber: 

so bat der Berührungspunkt des Inkreises mit der Dreiecksseite A 
von den Endpunkten dieser Seite die Entfernungen und jiig, 
während derselbe von den Dreiecksseiten vi, J9, C beziehungsweise 
die Abstände: 

0, \rt^ sin tTj, sin tr^ 
besitzt; es sind daher die Goordinaten dieses Berührungspunktes: 

und in gleicher Weise findet man für die Berührungspunkte des In- 
kreises mit den Seiten B und C die Goordinaten: 

t^3'3t 0, Uj«j und u,«} U]«i, 0. 

Die Verbindungslinien dieser Punkte mit den entsprechenden 
Mittelpunkten 7,, J^^ der Ankreise haben aber die Gleichungen: 

Das Vorschwinden der aus den Goofficicnten von vi, 5 und C 
dieser drei Gleichungen gebildeten Determinante beweist, dass die 
drei Verbindungslinien sich in einem und demselben Punkte D 
schneiden, dessen Goordinaten sind: 
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Es folgt daher: 

..Verbindet man die Berührangspunkte des Inkreises and der 
»fDreiecksseiten mit den entsprechenden Mittelpunkten ilor Ankroiso, 
„so schneiden sich diese YerbinduDgslinicii in einem und ilemselben 
,,Pünkte dessen Scitenabstände Bich wie die Badien der eutspre- 
nCheaden Ankreise, yerhalten.** (14) 

Die US den Goordlnaten der Ponkte i>, Q und 8 gebildete 
Determiiiaiite wird aber, wie leiebt zu xeigen ist, identisch gleich 
NoU, weshalb folgt: 

,,Die Ponkte D and Q liegen mit dem Schwerponkte ß anf einer 
yjBBoA derselben Geraden.'^ (15) 

Da aber auch die Determinante: 
ist, so eigibt sich: ' 



50 



„Das lEkreificentrum J und der Grebc'sche Pankl Q liegen mit 
„dem Pankte Q auf einer nnd derselben Geraden.** (16 j 

„Ponktepaare mit reciproken Coordinatea sind nach obigen: 

„Der Schwerpunkt nnd der Grebe'scbe Punkt; das Umkreis- 
„centmm nnd der Höhenschnittpnnkt nnd das Punktcpaar D nnd Q; 
„während die Mittelpunkte der die Seiten des Dreiecks berflhrenden 
„Kreise sich seihst an entsprechenden Punkten haben 

Durch Anwendung der Sätze (1), (2), (3) und (4) anf diese 
Ponktepaare würde man einfache geometrische Beziehungen über die 
gegenseitige Lage derselben erhalten. So wflrde beispielsweise die 
Anwendung des Satzes (4) anf das Pnnktepaar M und U die fügen- 
Schäften des Feuer bach'schen Kreises ergeben. 

Bestimmt man an den Pnnkten einer durch die Gleicbong 

gegebenen Geraden die Punkte mit reciproken €>M>rdinaten, so ge- 
aOgen ihre Coordinaten der Oleiehnng: 



oder: 



C ^ 



l) Vergl. Fiedler» Qeomttrie der Kegclichnittc. 
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K= aBC+ßAC-\-yÄB = 0 

und 68 folgt: 

„Durchläuft ein Paukt eine Gerade, so beschreibt der Punkt mit 
„den reciproken Coordinaten einen dem Dreieck omschhebenea Kegel- 
„schnitt und umgekehrt^}'' (17) 

Der Kegelschnitt A' wird die lurorso der Geraden A' und diese 

die In?erse des Kegelschnittes K genauut. JÜa L als die Dreiecks- 

111 ' 
polare eines Punktes ß- - ^ d«!' Kegetschnitt X ab die 

konische Polare des Punktes p'=a. y betrachtet werden kann, 

so folgt: I 

„Die InTerse der Dreieckspolare eines Punktes p ist die konische 
,,Polue des entspredienden Punktes p' beaflglieh des Dreiecks.'^dS) 

Weil aber dem Schwerpunkte des Dreiecks die anendlich ferne 
Gerade als Dreieckspolare nnd dem Grobe'schon Punkte der Umkreis 
des Dreiecks als konische Polare entApricht, so ergibt sich: 

„Der Umkreis des Dreiecks ist die Invcrse der unendlich fcrueu 
„Geraden." (19) 

Die zu einer Geraden L gehörige Inverse K ist daher eine Hy* 
perbel, Parabel oder Ellipse , je nachdem X den Umkreis des Drei- 
ecks schneidet, bertthrt oder nicht schneidet; jeder Tangente des 
Umkreises entspricht somit als inverse Linie stets eine dem Dreieck 
umschriebene Parabel. 

Die Gerade L schneidet die entsprechende Inverse A' in höch- 
stens zwei PiiTikton und und die ihnen ents}>rLchenden Punkte 
mj', m^' mit reciproken Coonlinaten müssen sowohl auf X, als auch 
auf K liegen; da aber der Schnittpunkt im allgemeinen nicht mit 
seinem entsprechenden Punkte m^' zusammenfallen kann, weil diese 
Eigenschaft nur den Punkten J, Jj, und zukömmt, so geht 
hervor: 

„Auf jeder Goraden befindet sich stets nur i'i;; Pa.u von Punkten 
„mit reciproken Courdiuatcn, nämlich das Schiiiitpuuktepaar dieser 
„Geraden mit ihrer Invcrsen." (20) 



Ans diesem Grunde muss jede dnrch das Inkreiscentmm oder 
durch ein Ankreiscentrum gehende Gerade den ihr entsprechenden 
inversen Kegelschnitt in jenem Punkte berühren. Mit Rttcfcsicht auf 
Satz (19) folgt noch: 



I) Siehe Duruge, Curven 3. Ord. pg. 121. 
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JÜÜA DDendlich fernen imaginären Krcispnnktc sind ein Punkto- 
,j>aar ndt reciproken Coordinaten." (21) 

Nachdem nun gezeigt wurde, daas jeder Geraden nur ein Paar 
Ton Punkten mit reciproken Coordinaten angehört, so fragt es sich, 
welche Carre diese Punlaepaare beschreihen, im Falle die Gerade 
sich om einen festen Punkt p= a, /?, y dreht Damit aber eine 
durch den Punkt p gehende Qerade ein Paar entsprechender Punkte, 

deren Coordinaten h\ C und ^, ^. ^ seien, enthalte, muss die 
Bedingaugsgleichung bestehen: 



A, B, C 

1^ 1 1 
A B' C 



» 0 



ihber erhält man für die gesuchte Curve die Gleichung: 



«1 y 

A, B, C 
BC, AC, Ali 
S A*{Bß — 6» + B\ Cy —Aa) + C\Att - Bß) ^ 0 



. (22) 



Dieser Gleichung gcuugcn aber sowohl die Coordinaten der Eck* 
punkte des Dreiecks, als ancb diejenigen der Punkte ß , y 

ondp's-» I. ^; femer erh&U obige Determinante 2wei gleiche 
« p y 

Bethen, sobald man statt der Tariabelen Coordinaten diejenigen der 
Pnnkto J, J|, oder «/^ setzt; tiberdies ist die Gleichung F(|))=0 
nnr abh&ngig von den Coordinaten «. y des gegebenen Punktes 
f, weshalb derselbe der Erzeugungspnnki ji uor Cnrve genannt wird. 
Es ergibt sich nun: 

„Diejenigen Paare von Punkten mit reciproken Coordinaten, 
nderen Verbindungslinien durch einen festen Punkt p geben , liegen 
„auf einer Curvo dritter Ordnung, welche die Ecken des Dreiecks, 
„die Mittelpunkte der vier Kreise, welche die Seiten des Dreiecks 
„berühren, den Erzengungspunkt p nnd den ihm entsprechenden 
nPukt p' mit reciproken Coordinaten enthalt/' (23) 

Die Curve F{p) besitzt also die Eigenschaft, dass sie zu jedem 
ihrer Punkte auch «Icujonigen mit reciproken Coordinaten enthält. 
Würde man den Punkt p' zum ErzeogungspurikL wählen, so erhielte 
mau eine von der vorigen verschiedene Curve, die aber durch die- 
Belben neun Punkte ginge, welche im SaU (23) erwähnt wurden. 
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Hieraus erkennt man, dass dnrcb die Ecken des Dreiecks, dorch die 
Mittelpankte seiner vier Bcrülirnngskreise and durch ein beliebiges 
Paar von Punkten mit reciproken Coordinaten unzählig viele Gimrra 
dritter Ordnung gelegt werden können; da aber je zwei Aukreiscenta 
mit einer Ecke des breiecks auf einer Qeradien liegen, so lolgt: 

,,Das Inkreiseentrum, ein Ankreiscentrnm, die beiden Ecken des 
Dreiecks, die nicht auf der Verbindungslinie der beiden Centra 
,,liegfn uud jedes beliebige Puuktepaar mit reciproken Coordinaten 
„gehören stets einem Kegelschnitte ao/^ (24) 

Ebenso ergibt sich: 

,^e zwei Ankreiscentra, die beiden nicht aof ihrer Terbindnngs- 
fflinie liegenden Ecken des Dreiecks nnd jedes beliebige Pnnktepaar 
^mit reciproken Coordinaten liegcii stets auf einem und demselbeii 

„Kegelaclinitto« (25> 

Bestimmt man zn einer beliebigen durch den Pnnkt p gebenden 
Geraden L den inversen Kegelschnitt so gebt derselbe nach (17) 
dnrch die Ecken des Dreiecks, enthält den dem Punkte p entspre- 
chenden Punkt p' und schneidet die Gerade L in einem Punktepaar 
mit reei}>r<)ken Coordinaten, das auch der Cnrre F{p) augehdrt; 
daher trifft der Kegelschnitt K diese Curve in sechs Punkten , von 
denen bei der Drehung der Geraden L um den Punkt p vier Schnitt- 
punkte, nämlich die Ecken des Dreiecks nnd der Pnnkt |>' nnver- 
änderlicb blähen; somit folgt: 

,,Dic Curve F(p) der l'unktcpaare mit reciproken Coordinaten 
„lässt sich crzru^i ii dun h die ]>iojcctivii)Ch auf einander bezogenen 
Gebilde eines duich den Erzeugnugspunkt p gehenden Strahlen- 
„büschels nnd eines Kegelschnittbüschels, der dic Ecken des Dreiecks 
,,uud den lünkt p' ZU Grundpunkten hat.'* (26^ 

Ferner ergibt sich: 

„Jeder dorch die Ecken des Dreiecks nnd dnrch den Pnnkt p' 
„gehende Kegelschnitt schneidet die Cnnre F(p) in noch einem 
„Pnnktepaar mit reciproken Coordinaten, dessen VerbindnngBUnie 
,,dnrcb den Punkt p geht** (27) 

Der Umkreis des Dreiecks hat mit F{p) dic Ecken des Drei- 
ecks und ausserdem noch drei Punkte mj, wu,, »»3 gemeinsam, wel- 
chen nach (19) die unendlich fernen Punkte der Curve l ip) ent- 
sprechen-, es geben soüiit die Verbind uiigsHuien |»mi, pmj, pm, die 
RichLuageu der Asymptoten der Curve Fip). 

Die konische nnd die gerade Polaie dnea beliebigett Punkten 
« = Jo, ^ bezOglidi der Cnrve F(p) haben die CHeiehangen: 
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+ C?(yJ^«— fV+2«^Co— S^^oQ - 0 (2«) 

Setst man in der Qleichang F^ip) = 0 statt der Gooidloaten ^ 
Co di^enigen des Inkreiscentnims oder die Goordinaten der An- 

kreiscentra ein, so eigeben sich Ar die Tangenten Ton Fip') in diesen 

Tier Punkten die Oleichnngen: 

A(ß-Y)-\-Biy-a) + C(ct-ß) - 0 
A(ß-Y)-B{y+a)+C{a-\-ß)''0 
A{fi+r)+B{y^a)^C(u+ß) - 0 
^A(ß+Y)+B(r+a)+C{ti - 0 

welchen, wie leicht zu erkennen ist, dorch die Coordiu&ten ß, y 
genüge geleistet wird} weshalb folgt: 

JDie in den Mittelpunkten der vier Berftlunmgskreise des Drei- 
,,cck8 gezogenen Tangenten der CnrTe ^(j») sdineiden sich im Er- 

„zeugungspunkte p,'* (29) 

Oder: 



»I* 



jDiö von dem Erzeugungspunkte p an die Curvc F{p) auslaa- 
„fenden Tangenten berühren dieselbe in den Puukteu J, J^, J^, Jj'* 
(30) 

Setat man in der Qleichnng F^(p) » 0 statt der Goordinaten 

Bq, Co diejenigen des Punktes p = L ^, so erbilt man für die 

n p y 

konische Polare von p' die Gleicbnng: 

BCa{ß*'^f)-\'ACß{Y''^a-) + ABYio'^-ß^) 0 

welfiber sowohl die Goofdinaten der Eckpunkte des Dreiecks, als 
aneb diijemgen des Punktes j» = y genügen. Mit Rücksicht 
an! die Eigenschaften der Cnrren dritter Ordnung folgt nnu: 

„Die konische Polare des Punktes p' bezüglich der Curve F{p) 
„berührt dieselbe in diesem Punkte und schneidet sie in den Ecken 
ndes Dreiecks ond in dem ilrzengungspuukto p''l (31) 

,,yon dem Punkte p' gehen daher an die Gurre Fip) vier Tan- 
«igmeo, welche dieselbe in den Ecken des Dreiecks und im Punkte p 
Ji«rtthwn.« (32) 
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Die Taogento T im Paukte p' bat xiach (28) die Gleichung : 
welche auch die Form: 







c 


1 


X 


X 


u 


r 


r 


1 


1 


1 









- 0 



anuimmt, woraus man erkennt, dass diese Tangente T ausser dem 

Paukte aach nocli den dnrcb die Coordinaten \y be- 

o p y 

stimmteu Paukt cuthäit. 

Will man den Schnittpunkt n der Tangente T mit der Car^e 
F(p) bestimmen« so brancht man nnr ra berflckachtigen, dass jeder 

Punkt von r Uurcii die Coordinaten -4, -= ~ + ^ ^» 

darstellbar ist, weskalb man die Grösse a nur so zu 

bestimmen hat» dass die Coordinaten A^^ t\ der Gleiohnng 
F(p) — 0 genügen. Man hat alsdann: 



und findet hieraus: 



hicmit fu}i;t: 



Die Tangente der Corre IXf) im Paukte j»' trüR die Cnnre 
noch in dem Pnnkte: 



(33) 



Da die Curve F{ p) durch die Ecken des Fundamen taldreiecks 
geht, so schneidet sie jede Seite desselben in noch Je einem Punkte 
Aber welche mau dadurch Aufschluss erhält, dass mnu iu der Giei* 
chung F(p) 0 der fi^he nach fta B oder C Null setit, wo* 
durch man bekommt: 
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weshalb folgt: 

,,Pie Curvc Hp) achneidet die Seiten des üroioekB in den Schnitt- 
»punkten der Ecktranavemlen des Enengnngapnnktes j»/' . . (34) 

Die Tangenten in diesen Schnittpunkten, deren Coordinaton 
0> A f\ «> Ol r; «1 ß% 0 sind, haben die Gleichungen: 

nnd das Verschirinden der ans den Goefificienten von B qnd C 
dieser Gleichungen gebildeten Determinante zeigt, dass diese Tan- 
genten sich in einem nnd demselben Punkte schneiden. Dnrch Auf- 
lösung von zwei der obigen Gleichungen ergeben sich aber ftür den 
geneinsamen Schnittpunkt gerade die Goordinaten des in (33) er- 
wftbnten Punktes «r, weshalb folgt: 

»Die Tangenten der Corvo F{p) in den drei Schnittpunkten der- 
„selben mit den Dreiecksseiten und die Tangente im Punkte p treffen 
»pieh alle vier in einem der Gurre ^(ji) angehdrigen Punkte (35) 

Die Polare des Punktes n besflglich des durch die Gleichung 

ßCßy+ACaf+ABttß 0 

dargesteilten Eegelschoittea hat die Gleichung: 

AaißMn + yCn) + Bß{y€n + (tAn) + CV(«^« + ß^n) = 0 

oder 

Aßy^Bay-\-Caß 

Am h> 

„Die Dreicckspolaro des Punktpn^ ist zugleich die Kegelschnitts- 
„polare des Punkt ob ti bezüglich der zum Pankte p' gehörigen kö- 
lnischen Polare des Dreiecks/^ (36) 

Unter den sämmtlichcn konischen Polarea der Curve ^(7)) be- 
ünden sich offenbar auch gleichseitige Hyperbeln, und es ist nun zu 
üBtersuchen, welchen Punkten dieselben entsprechen. Da in der 
Gleichung der gleichseitigen Hyperbel die Summe der Coefficienten 
von X* und gleich Null ist, so erhält man für einen Punkt 
u ~ Bq^ Cq^ dessen konische Polai'e (F^ip) — 0) eine gleichsei- 
tige Hyperbel sein soll, die Bedingongogleichaog: 
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+ 2(i;oy--Co/S)COSr^08£34-2(CoO— Jo/jCOSfjCOS«, 

oder: 

(B^Y —Cftß) cos(f, — «j) 4- ( Q« — ^oy) «>8(«, — f,) 



oder midlidi: 



«»Ar 

cos tc^, cos M'^f ^8 t^i 



-0 



Die gesuchte Ortscürve ist also eine Gerade, welche den Punkt 
p = a, ß, y und den durch die Coordinaten costr, , costr^, cos«», 
dargestellten Punkt, uämiicii daa Umkreisceutram des Dreiecks ent- 
hält j daher folgt: 

,,DeD sämnitlicheo Fankten der Geraden, welche deu Ponkt p 
„mit dem UmkreiscentrDiii des Dreiecks Terbindet, entsprechen als 
, Jcomsche Polaren besflglich der Gurre Fip) lanter gleichseitige Hy» 
„perbehi." (S7) 

„Die koDischc Polare des Erzeagnogspnnktes p bezflglich der 
„Curve F{p) ist daher eine gleichseitige Hyperbel, welche dnrch die 
„Ceutra der vier ßcrührangskreise des Dreiecks geht nod die Cnnre. 
nF(p) in p berührt; sie enthält somit alle jene Punkte, welche be- 
y^zfiglich der Punktepaare von F{p) mit rcciproken Coordinaten har^ 
,,inouisch coDjugirt znm Punkte j» sind, nnd ihre Tangente im Punkte 
,4» geht dnrch den Ponkt p'."" (38) 

Die Drcicckspolare eines beliebigen Punktes m = B^^ 
ferner diejenige des Punktes p und die Polare des Punktes m be- 
züglich der dem Punkte p' entsprechenden konischen Polare des 
Dreiecks haben bcsiebnngsweise die Gleichnngen: 

ABfi C'o 4- J^M o + C'ylo = 0 Aßy -\- Bay-\~ Caß ^ 0 
Aa{Boß+Coy) + m^+Goy)+CyiAi^+^ifi) - 0 

Damit sich nun die drei genannten Goradeii in einem nnd dem- 
selben Punkte schneiden, muss für die Coordinaten des Punktes m 
die Beziehong bestehen: 
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od«r 



■öo^O» 

Fip) - 0 



— 0 



„Jeder Punkt der Curve F(p) bcsitet die Eigenschaft, dass seine 
„Dreieckspolare und seine Polare bezüglich der dem Punkte p' eut- 
„Bprecheuden konischen Polare des Dreiecks sich in einem Punkte 
„der imvtf toderlicbeu Dreieckspolare dos ErzeoguogspuBktes p tref- 
»feiL** (39) 

Die Dreieckq^laren der Punkte ms^, Bq^ Cq\ m'sj-. 

^> ^ und p's^f ^ haben die Gleichlingen: 

woraus sich durch Elimination der Grössen C ebenfalls die 

Gleichung Fip)^0 ergibt, weshalb folgt: 

„Jeder Punkt der Cnrye F{p) besitzt die Eigenschaft, dass seine 
„Dreirckspolare und diejenige des entsprechenden Punktes mit rc- 

„ciproken Coordinaten sich in einem Punkte der Dreieckspolare des 
,^unkteö jp tr eilen." (40; 

Wtiilt man den Schwerpunkt iSdes Dreiecks als Erzengnngs- 
pnnkt, 10 erhAIt man eine Cnrve welche bemerkenswerte Anf- 
sehlQflse Aber die gegenseitige Lage der wichtigsten Symmetrieponkte 
des Dreiecks 



» III 
Berlleksichtigt man« dass dem Schwerpunkte iS s — * — * 

der Grcbe*schc Punkt <7 = .?j, s.^ als Punkt mit reciproken Coor- 
dinaten entspricht, so ergibt sich zunächst nach (23): 

„Diejenigen Punktepaare mit reciproken Coordinaten, deren Ver* 
„bindnngslinien durch den Schwerpunkt des Dreiecks gehen, liegen 
„auf einer Curve dritter Ordnung, welche die Ecken des Dreiecks, 
„die Centra seiner vier Berührungskreise, deu Schwerpunkt und den 
„Grebe scheu Punkt enthält (41) 

Die Gleichung dieser Gurre ist: 
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Aus (21)} und (30) folgt: 

„Die in den Mittelpaaktcn der vier BerabraDgakreise des 
„ocks gezogenen Tangenten der Corve F{S) schneiden ndi im Schwer- 

„punktc.** (4S) 

Odvr: 

,.T)ic vom Sdiwf riiunktc an diu Curvc F{S) auslaufendeu i an- 
r^cutCQ beräbrcu dieselbe iu dca Punkten «/i, . . . (43) 

Aus (31) nud (32) ergibt Bich: 

„Die konische Polare d. s Grcbc*8chen Punktes bezüglich der 
„Curve F(S) berührt dieselbe in diesem Punkte, geht darch die £ckcn 
„des Dreiecks und dnrcb dessen Schwerpunkt S,"^ (44) 

,.L)if von dein Grebo'scUcn Punkte an die Curve F(S\ ar^zofienon 
TaHL'i Uten bcTubrcu dieselbe ia deu Ecken des Dreiecks und iia 



„Schwerpunkte.^ (45) 

Zufolge (34) hat man: 

„Die Curro F(S) geht durch dio Mitten der Dreiecksseiten/' (46) 

Die Coordinatcn des in (33) erwähntes Punktes Jt gehen JeUt 

über in: 

«*(—.»+•»•+•»'), «•(V-V+V) «»(»i'+V-V) 

wodurch aber das Centrum AI des Umkreises dargestellt wird ^ daher 
folgt; 

,il>er Mittelpunkt des Umkreises liegt auf der Cnr?e F(S), und 
„die von ihm an die Gurre gezogenen Tangenten berühren diesellw 
„im 6rebe*schon Punkte und in den Mitten der Dreiecksseiten/* (47) 

Wie früher bemerkt wurde, ist aber das Umkreiscentrum und 
der Hdhenschnittpunkt ein Paar entsprechender Punkte mit reciproken 
Coordinaton, das mit dem Schwerpunkte auf der sogenannten Euler- 
schen Geraden liegt; ebenso gebt die Verbindungslinie der entspre- 
chenden Punkto Q und D nach (15) durch den Schwerpunkt, wes- 
halb sich die bemerkenswerte Eigenschaft ergibt: 

„Die folgenden 16 Punkte, nämlit h die Ecken des Dreiecks, die 
„Mitten seiner Seiten , die Mittelpunkte der vier Berübrungskreise 
„des Dreiecks, der Schwerpunkt, der Grebe'schc Punkt, das ünikrois- 
„centrnm, der ll«du nsclmittpunkt und die Symmetriepunkte D und 

des Dreiecks liegen auf einer Ttirvo dritter Ordnung', die über- 
„dies noch alle jene Pnnktepaare irnt re( iprokcn Coordiuaten ent- 
„hält, deren Yerbiudungslinien durch den Schwerpunkt gehen/^ . (48) 
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AoB (37) und (38) ergibt sieb ferner: 

,,Den ruukten der Eni einsehen Geraden entspreehen bezüglich der 
„Canre F(S) als kouische Polaren lauter glt ii hseiLige ilypcrbda; 
„anter dieseu beßiidet sich auch dio konische Polare des Schwer- 
„punktes, welche durch die Centra der 4 Berührungskreise des Drei- 
„ecks geht und die Cnrve F{S} im Schwerpunkto berührt; sie ent- 
,,h{ilt alle jene Punkte, welche bezüglich der Punktepaarc mit red- 
„prokcu Coordinaten harmonisch conjagirt zum Schwerpunkte sind 
„und ihre Tangeute ia diesem Punkte geht durch den Grebe'schen 



Zieht man durch den Schwerpunkt Ä eine beliebige Gerade, so 
schneidet diese die Cnrve /(jS) stets in einem Paare entsprechender 
Punkte m und m'\ die in m und m' an die Curre gezogenen 
Tangenten schneiden dieselbe in noch drei Punkten, welche die Tan* 
gentlalpiinkte von S, m und m' genannt werden und bekanntlich wie- 
der einer Geraden angehören ; da aber die Curventaogente in S durch 
den Qrebe'icheB Funkt gebt, so folgt: 

„Zieht man in irgend einem Paar eutsprecheuder Punkte der 
„Cnnre F{S) die Tangenten an dieselbe, so geht die Verbindungs- 
^linie der zugehörigen Tangentialpunkte stetf durch den Grebe'schen 



Mit Bflcksicbt auf (42) ergibt sieb nnn: 

„Jede Gerade, welche durch einen der vier Mittelpunkte der 
tiBerOhrungskreise des Dreiecks geht, schneidet die Cnrve F{S) in 
„noch zwei Punkten, deren Tangenten dieselbe stets in einem Paar 
,^nt«precbender Punkte mit redprokon €k>ordinatea treffen." . (51) 

Unter den durch das Inkreiscentrum J Rchondnu Geraden be- 
findet sich aber besonders eine, welche die Curvt / (*S') in den Punk- 
ten G und Q schneidet, da diese nach (16) mit deni Puukte J auf 
dner Geraden liegen; die Tangente in G trifft aber nach (47) die 
Cnrve F(S) in dem Umkreiscentrum 3f, und daher musa zufolge (51) 
die in Q gezogene Tangente die Cnrve im Höhenschuittpunkte H 
treffen i daher folgt: 

„Die Tangenten der drei einer Oenulen aagebOrigen Ponkte 
n<7 und Q der Chinre F(iS) treffen dieselbe beziebnngsweise in den 
„auf der Enler'sehen Geraden liegenden Punkten £1^ M nnd H . (52) 

Berücksichtigt man, dass die konische Polare des Punktes G 
hesagiicb des Dreiecks der Umkreis desselben und die Dreieckspolare 
des Bdiweipnnktes die vnendlicb ferne Gerade ist, so folgt ans (39): 

Ani. SM mrtfc. «. P"ya- 9. n«U», Ml I. 10 



„Punkt. 



„Punkt" 



(50) 
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nJeder Pukt der Carve f{Si besitzt die EigenBchaft, dass dMsen 
4>rei6ckspolai6 parallel ist n seiner Uoikreispolara.*' .... (&3) 

Ebenso Usst sich Satz (40) aaf die hier betrachtete Curve üLer- 
trageo. 



Eine weitere £igeii8clieft der Gurre FiS^ eigibt eieh dvrcb fol* 
gende Betnehtiing: 

Jeder belicbijerc durch die Ecken des Fandameotaidreiecks gehende 
Kegelschnitt kami durch die Gleiehong: 

mBC+ßAC+fAB — 0 

dargestellt und als die kouißcho Polare eines Punktes p = a, y 
bezüglich des Dreiecks betrachtet werden. Die Tangente dieses 
Kegelschnittes im Eckpunkte a des Dreiecks hat die Gleichung: 

nnd die durch a gehende Nonnale desselben kann znoitchst dnrch 
die Gleichung; 

dargestellt werden, worin aber X nocb so sa beeciiiimeii Ist, dass die 
beiden Oeraden auf einander senkrecbt stehen; so dass also: 

ycosi,4-.'^cosfa 8inj|j£j,^in«3 ^ 

ist 

Uierans ündet man: 

ß—ftoam^ 

nnd somit hat die Kegelschnittauormaie im Eckpunkte a die Gleichung : 

B{fi'^yCO§Wi)'-^C(f'^ßeoäWt) 0 

Ebenso findet man ftir die Normalen in den beiden anderen 
Ecken des Dreieks die Gleichungen: 

<7(y — « COi 10,) ~ il(a — )f oos«0^) s 0 

uid 

Aiju — ß cosu't) — B^ß — o cos icy) — 0 

Die Bedingung, dass diese drei Normalen sieb In einem nnd 
demsetben Paukte tohoelden, liefert die Gleicbnag: 



0 ß — yeoswi /ffosvj— y 

ycosw^^ft 0 y — «rcosia^ 

« — ^eoa«^ aooBv« — ß 0 



-0 
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woraus miB erliilt: 

•(/J*— 7')(COSir|+C08»rjC08Wj)+/5(y,— ft')(C0Ba'8-f COBiTjCOBiPi) 

odfir: 

und weil 

sin tTj : siu icj : sin u*« — «| : «s* 's> 

so folgt; 

«.'sC^' - + /Jvs(y» - «•) + y'i»«(«» - W - 0 

Da aber diese Gleicbmg mit derjenigeu der Curve F{S) voll- 
ständig übereiustimmt, wenn man statt der Goordiuateu y des 
Fanktes jp die Ausdrucke ff, C gesetzt denkt, so er ergibt sidi: 

„Vi» konisdien Polmn aller Paukte der Gurre Fi8) bezüglich 
,,de8 Dreiecks haben die Biteoschaft, dass sich ihre in den Ecken 
„des Dreiecks gezogenen Nrnsalen In ^nem and demselbm Punkte 
„Bchnetden; diese Eigenschaft kommt also itisbesondere auch den 
..koniidien Polaren der Pankte J, S, G, 3/, JI, D und Q zn'*. 

Ragensbiirg, October 1883. 



10* 
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VOD 



IL Hoppe. 



In T. LVI. S. 307. ist bewiesen , dass nicht mehr als 12 gleiche 
Kugelu , ohne s,\ch. zu durchdrinr^en , eine gleiche Kugel berühren 
kÖmu'U. Mau kann nun die I rago auch umgekehrt stellen: Wie gross 
mu88 eine Kugel mindesteriB sein, damit eiuo gegebene Anzahl ein- 
ander gleicher Kugeln, ohne sich za durchdringen, aie berOhnm 
kOnneii? 

Ww das allgemeine Problem betrillt, so sind « Kugeln K von 
gleichem Radios, den wir — 1 setien, gegeben. Der gemeinsame 
Abstand der Mittelpunkte aller K vom Mittelpunkte einer gesachten 
Kugel M sei — r. Der variable Abstand der ikten und Aten Kugel 

sei » llk.h. Dann verlangt das Problem, r zum Minimum zu 
machen bei |n(n~l) Grenzbedingungen: 



Die Anzahl der letztern vcroundcrt sich sehr bei Specialbetracbtang, 
da jede Kugel K höchstens von 5 andern berührt werden kann. 
Auch lassen sich niauche Sätze darüber aufstellen, welche Berüh- 
rungen der K für ein Miuimum r notwendig sind, so dass ihnen 
entsprechend iZ*,* » 2 im voraas bekannt ist 

Gegenwärtig will ich auf das Problem Ar ein bdieinges n nicht 
weiter eingeben, sondern die Untersitchang auf Speeialwerte von « 
beschränken. Für « -> 8, 3, i, 6, 6, 12 ist die Losung sofort lü 
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eneben- Die nächsten Zahlen sind alao 7 and S. Die LSraag für 
dieie 2 FAUe aoll daher der GegensUad des FolgeadeE uSol 

Zunächst leacbtot näailich ein, dass wenn die Miitelpankte der 
K ein regelmässiges Tetraeder, Oktaeder oder Ikosaeder für die Kante 
— 2 bilden, r seinen kleinsten Wert haben muss ; denn hier ist eine 
relative Verscbiebang der K nicht möglich. Die entsprechenden Werte 
d» r sind dann die £ckradien der genannten Polyeder, mitbin bzhw. 



Ebenso ist auch ein SjBtem dreier sicli berOlirenden K keiner rela- 
tirea YersciiielNUig ftliig, also das Udnste r der EekraditiB des gleiche 
seitIgeB Dteteclu 



Fttr 2 Kageln JT kann M beliebig klein werden; daher ist an selten 



j^neh flir n ^ 5 Ist die Frage leicht entschieden. Läset man 
Ten 6 Kegeln JT, deren Mittelpankte die Ecken eine« Oktaeders sind, 
sine weg, so bleiben von den 3 Paren als Pole gegcnflberliegender 
K noch 2 Pare flbrig. Jedes der Pare kann, nnr wenn das andre 
Per still steht» anf dessen Aeqnator fortrttcken, Indem beide Kageln 
mit den 2 Polkngeln in BerOhmng bleiben. Sobald aber dessen 
diametrsle Lage aofhdrt, sind die bleibenden Polkngetai fest Folg- 
lieh ist «fie einzig mögliche Goniigination, dass 2 diametrale Kegeln 
die 3 ebrigen berühren. Da hiernadi die JT bei coastantem r nicht 
grosser werden können, so kann bei constaaten JT anch r nicht kleiner 
werden, and es ergibt sich der eigentflnliche Satz: 

Anf einer Kugel, welche von 5 einander nicht durchdringenden 
gleichen Kugeln bertthrt wird, hat auch eine sechste berOhrende 
gleiche Engel Plats. 

Eine Anordtiuiig der K nach regolmässigem Hexaeder und Do- 
dekaeder fuhrt zwar zu kc^incr definitiven Entscheidung für n 8, 
und 20, da die Diagonalen der Vier- und Fünfecke einer VerkOrznng 
bei Constanten Kanten fähig sind, bis eie diuaen gleich werden, doch 
geben aach hier die £ckradien, bzbw. 



weugBteui eine obere Grenze des Minlmoms von r. 

SteUen wir hiemach alles Bekannte sosammen, so ist als Mini- 
sttlwert 




2 



r c- 1 



»ya, 2y3siB|R 
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1,16470 



V i s 1,23474 
^»1- M1421 

•^»8- 1,78905 

- •raVösiäiE - 1,90211 

^^2y38iniR - 2,80253 

> y:illes n = 8 kann man vom Würfel aaa- 
^t'ix /?a einer Verkleinerung fthig, welche 
» ^Uiikinite bilden, and zwar einzeln von 2^2 
o«.-*^*' ii^^ sich leicht bei 4 Diagonalen gleichzeitig 
^ iTtsij. IQ Quadrat in seiner Ebene nm und 
^.-v* (.if^eoseite, der es parallel bleibt, bis die beide 
^ ^ V \,v><«Hi — 2 werden. 

^ 4li a ud y parallel zwei Seiten dei einen Qntdnte, 
^» jnurf Mittelpunkte beider Qomdrate, welche aaf der 
' * ^ ^ wd den Anfang der s in die Mitte iwiMheB bei- 

^ ^ Jit CierdiBiteii der 8 Eckei: 

• jr » « y « 

I v> V3 « 5 

i i 1 -a 6 

1* 0 • 7 

4^-1-« 8 

M \m allen K berflhrt irird, mint leln 

dM^ i«| Ür itte ' mgieidi: 

ix j«dei für z = a die 2 nftchiten IT fttr • ». ^ « berührt, 
j^i^ . 2 sein, also 

i^f'-l"+(V2-l)«+(a+a)« = 4 oder 

— 2y2 + 4a« = 0 

BediBgongen ergiU eidi: 

«—Vi; r-.y2+yi- 1,64688 



0 — y2 

—1 — 1 

— ya 0 

—1 1 
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kleiner bei gegenwärtiger AaordoQQg der K aU bei der Wttrfel- 
stciiniig. 

Üm Bim 10 urtenttelMii, ob üeur Bene Wert da IfiaioiiiBi iiC» 
ertdlen wir tUen K beliebige oneodHeh Ueiln yenehtebmigeii, dem 
CoBipoBetttaB fliit «, ^, f befdcfanet aelen, lo tes die CoordiBateB 
wardeo: 



f M m y « 



«1 y2-H»i H-yi 6 

ya+oj ^, a+y, 7 

4i l+a<^ -I+ZJa -fl+A 8 



1 

s 

3 



Dordi dfeTendiieboiigeB gebe Ru? am 4 Aber Ib 4+|w; diBB 



iB 1. OidMiag: 










«f,)4-2(V2 — l)(|?,- 


— /?2)4-4«(yl- 






-l)(«a-«l)^-2(^, 


-/^.)^-4a(y,- 


-/•) 


•l4-2(y2- 




-W+4«(n 






«i)+2(y2-l)tf4 




-yi) 




-ae) + 2(y2-l)(ft 






«»2(y2- 








^-2(y2. 






-y«) 




•-%)+2(y2-l)(ff| 




-n) 


Die BediogQug 








a^+y*+«"-r»-«+y# 





beitimmt «De y in den enttpreeheBdeB «r, so dMs 

o/j = «i-f «yc — — 

«y» — — V2ff3 «y? — ya«! 

Kich £i]ifühning dieser Werte erhält man: 

« - 2(«, + a,) - 2(y 2 + 1) (^1 + h) 

2(y 2 + 1 ) ( 4- a,) - 2(/J, + fc) 

^ - - 2(y 2 + 1) (a^ 4- «4) + 2(1^5-1- |J^) 
fi, = - 2(«4+ai)+2(y 2+1) tf4+fc) 
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H9pptx Em PrMm tSb&rhtrikrmit Km §t h k 



^ = 2(«5+«6)+2(y»+i)(ft+Äi) 

^ - 2(V2 + l)(«e4-«7) + 2(l56 + /37) 
eis - 2( V 2 + 1) (a; H- er,) - 2{ß, + /^«) 
^ = 2(«a + oi) ^ 2( V 2 + 1) (fc + fc) 



Die übrigen welche zn den ursprünglichen QoAdratMiten gehOreHy 
enthalten kein y nnd haben numittelbar die Werte: 













-4(«r4-««) 














Pb» 


— 4(a, — Og) 






Pis 


= 2V2(flf3- 






«86 


= 2y2(«,— 








- 2y2(«5- 


•i+A 




^1 









Addirt man besonders die 8 erstem und 8 letztern p, die sich darch 
die, Differenzen der Indices 1 und 2 unterscheiden nud durch die Be- 
zeichnongen q' und q" kenntlich gemacht seien, so findet man: 



Da non kein ^ negativ sein «iarf, ao folgt, daaa alle ^ noll aeiii 
mflaien. 

Es fragt sieh, ob alsdann eine relative Verschiebung, d. h. eine 
solche, die nicht oiner Rotation des ganzen Systems gleich kommt, 
möglich ist. Einr Gesamtrotation lässt sich dadurch ausschliessen, 
dass mau den ersten Mittelpunkt festhält und dem zweiten nur Be- 
wegung in gegebener Ebene gestattet, also 



setzt. Aus 0 folgt dann , dass auch /S, <= 0 ist; obenao ani 

^ =: 0 nnd ^1 = 0, dass nnd nnll werden. 

Hiervon abgesehen, sei 

in dem Sinne, dass für den Index 9 immer 1 zu schreiben ist. Bann 
gehen die 16 Gleichungen ^ » 0 Uber in 



«1-0; A=sO; Of^O 



(V2-f 

.= - (y2-i)£, 

a.- (V2-l)e, 

«4- (y2+i)«4 




(V2 + l)f5 
(V2-l)«6 
(y2~l)s, 
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4|— ^4 - U—H 

'l — ^8 »7 



EUmfiiiit man die ^, lo kommt: 



«4 



(y2 + 2)f, -y2e, 

(y2-f 2)1^- y2f, 

y2f,==:(y2+2)te 



Diete Gleichangen zeigen, dass, wenn ein f tencbwindet, alle f, 
nnd demzufolge auch gcmftst den obern Gleichungen alle d ver- 
■chwinden. Sind dann ein a und ein noll , so sind es alle er and 
f. Dtoaer Fall findet statt bei der obigen Anaabme, wo 



Ea bat iteh eigeben, das« flr r* « 
stehenden Lage ans eine relatiTe Terschiebnng der K nnmOglicb ist. 
Werden sie also Terschoben, so mnas r wacbsen. Folglich ist r in 
jenar Lage ein MinimnoL 

Bei dicRem Resultate lassen wir es b«»wcndeü. Soll ciu kleineres 
r als dieses MinHiiam existircn, so muss uach irjjend einer CDdlicUen 
Yerschiebang r wieder abnehmen and in einer der aafänglichcu nicht 
cougmentcn Lage denselben Wert wieder erreichen. So nnwahr- 
scheinlicb dies auch ist, da die vielen congrnentcn Lagen einander 
sehr nahe sindi so ist die Unmöglichkeit ans dem Vorstehenden nicht 
ZQ ersehen. Einen posittTen Gmnd für dieselbe liefert indes folgende 
Betrachtaag. 

Die Conngaration, von der wir aaßgiengen, zeichnete sich vor 
^li^Q andern dadurch aus, dags 16 Abstände R bereits ihren klein- 
sten Wert 2 hatten. Daraas erhielten wir 16 Relationen zwischen 
den 16 Verschicbangscomponenten o, ß. Da diese in 1. Ordnung 
homogen linear waren, so mussten, wofern keine identischen Rela- 
tionen vorkamen, alle mit einer vcr8( hwiuden. Bei jeder andern 
Confignration erhält man weniger Relationen, z. R bei der Wtlrfel- 
fonn nur 12 Daher bleiben einige der a, ß anabhängig variabel, 
ttilbin disponibel zur Vergrüsserang (ier p in 2. Ordnung, d. i. 7nr 
Verkieinemng von r, so dass ein Minimom nicht vorkommen icann, 
bis 16 Grossen B — 2 geworden sind. 



ist 



«I — A — A — »1 — 0 
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Znr Untersuchung des f alles n — 7 gehen wir vom Würfel ati«. 
Seine Diagonale sei Aic; die yz Ebene ^ehe durch deren Euden 
und durch 2 andre Wurfelecken. Die Kugel K am einen Ende der 
Diagonale (z r) fallo weg; ihr zunächst liegen 3 Kugeln (1, 2, 3), 
deren Mittelpunkte ein gleichseitiges Dreieck normal zur z Axe bil- 
den. Ihr gemeiDsamefl z = a läset sich durch Parallelverschiebung 
der £bene vergrössern, bis die Kugeln znr Berübraog gelangen, die 
Dreieckssciten also — 3 werden. Die folgonden 3 Kngeln (4, 5, 6) 
liegen gleichfalls bei gemeinnmeni » = — 6 in einem Dreieck, dessen 
Seiten Se, normal lar s Aze. Dana und die Coordinaten der 
£ckeo: 



1 
2 



0 
1 



3,-1 



ys 

JL 



4 

5 

6 



X 

0 



9 

ys 

c 

y 3 



ya 



9 - 



0 
0 



Damit M von allen K berührt wird, mofis sein: 
4 4c' 



(1) (2) 



damit sieh die iT in der Baihenfolge 1, 6^ 3, 4, 3, 5 berOhroD: 



(S) 



damit die Polkagel 7 von den nftchst liegenden Kngeln 4, 5, 6 be- 
rflbri wird: 

^+(r-6)^-'4 (4) 



Addirt man die ül. (1) (3) und sabtrahirt (4), so kommt: 
GL (4) gibt nach Sabtracüon der GL (2): 

r(r — 6) — 2 
•« — 2 3r» — 2 



daher ist 



b — 



c — 



2 



(6) 

(6) 
(7) 



Jetzt hat man nach CrL (2); 
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r* — 1 



od Bui Etnietmig dei Werlof (7): 



|(r*-l)-.(r«-2)»(r+«)» (9) 

ErflUlt man Ol. (1) dutb 

4 1 4 

'•-sr^' <«»> 

ami UisEt |> Yon gleichem Vorzeichen mit a sein, so gekt OL (9) 
ftber in 

S(l-p)M+ V) - 4(3p*-l)» 



lalltet 

27i»*+l%»»~3%)«+Cip + l = 0 
one Bifili IKfiiion durch 3p— 1: 

Hieraus ergeben sich leicht die 3 üibrigen Wnnelii, und maa bal: 

y . j A « 4, 6, ö, 16i V — g 

das ist in Zahlen: 



3p- 



Naii miisa r «in Mittel sein zwiachen leinen Werten fta Oktaeder 
tad Wttrffl], alio 

2<r«<3 

«oians nach (10): 

V3 < ±3p < Vö 
Da dem nor die erste Wurzel entspricht, so ist auBschliesslich 

4cos4v— 1 

3 

daher nach (10) 




Digitized by Google 



156 B^ppsi Ein BroUim ttcr btrUhtiuk Kufftlm, 

, 12 S 

^ ""9— (4coi4v— l)«'"2(2coi4vH-l)(l — om4v) 

^ 3 _ 3 ^ V3 

"* 4(3 — 4Bin*2v)8in^2v 4siQGv8m2y 28iD2v 

das ist 

' = K2.i»2v-»'^91» (11) 

Dios(vr Wert ist nicht nur ys, sondern auch kleiner als das ge- 
fundene Minimum für 6 Kugeln. Es fragt sieb, ob er für 7 Kageln 
Minimam ist. 

ZiiQftchst sind noeh die Coordioaten der Mittelpunkte der K mu 
berechnen. Nach (10) ist 

a=-rp = -J^- = 1,09486 (12) 

^ yey 38in2» 

nach (7) (11) 
nach (8) 



1 — 2y3(co83v — C08 7v) - 4y3sin2vcos4v 



c 2yy 3sin2vco84v = 1,34731 (14) 

Von den so bestimmteu Punkten aus mögen nun die K unend- 
lich kirim V( rscliiebuiigpu erleiden, deren Componcnten wie oben 
mit c, /3, Y bezeichnet seien. Für jedes sich anfönglich berühreude 
Par von K ^lehc aus 4 Uber in 44-^* Dann ist iu 1. Ordnung 

(.1, - 2(«,-«i) + 2y3(fc-ft) 1 

^13 = ^H«i~«,) + 2y3(^s-W I (15) 

^3 = 4(«, — «i) \ 

:^3(A-A)+2(r-4)(y,-y^) 

«= 2c(a,-06)4-^(i^7~fe)+2(''-^)(y6-yj) 

2e 



«61 2c(«6 - a-) + y,^ iß, - ß,) + 2(r - b) (Y, - Yi) 



2 — c 



e,8= 2c(a.-«,)+2 (ft-|J,)+2(a+*)(yi-y«) 
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« 2(4» - 1) («^ — + 2 ^ ( A - w + ») (yt - y«) 
if«- 2(«4-«,) + 2^(A-«+3(«+*)(y,-y4) 

Pl4 - 2c(ir, - a,) 4-2 Y^^fc- W + *^(«+*)(yi-y6) 

Die er, ^, / sind von einander abhängig dnrcli die anf alle K anza** 
«eBdende Bedingung: 

woraus in l. Ordnung: 

1 c 

Den infolge wird nach Etimination der y 

•..-2(. + 3(«,+ ^e)+f3H)(fc+|A) 
•H--2(..+5a.)«A(2c+ä(^.+ i^^) 
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tu - 2«(«.+i«.)+^(' + v)(f*. + iA) 

Bezeicbnot man die 3 ersten p in (15) durch e\ die 3 folgenden in 
(16) dvrch 9*, die 6 ftbrigen darcb e% so iit nfolgo ihrer Werte 

folglich tind, tofem kein p negativ sein kann, alle 9 nuU. 

Nimmt man nun, um eine Gesamtrotation der ganzen Figur 
ausznschliessen, 

«1=0; «,-0 

80 ergibt sich, nachdem man iüle ^ nnll gesetzt bat, ans den 61. (16) 
sofort auch: 

«t-0; fc-Oi 
wodurch die letzten 6 Glcichuigeu übergehen m 

(•+1)-— 

Die neben einander stehenden Gleicbongen lassen sich offenbar nur 
dorch NnUsetzang aller a und ß vereinen. 

Ans den OL (1$) folgt dann, wie leicht aa leheo« aneh 

■1 0 and ßj •» 0* 

Es hat sich ergeben, das« eine relative Verschiebung der K von 
der in Rede stehenden Gonfiguration aus fttr constantcs r unmöglich 
ist, also ein wachsendes r verlangt Folglich ist der Wert (11) ein 
Minimum. 

Hieraa will ieh noch swei Beaierkaagen kattpfea. 

Nach dem Vorstehenden scheint es, dass überhaupt diejenige 
Gonfiguration der A' dem kleinsten r entspricht, welche die grösst- 
mOgliche Anzahl von Berühraugeu enthalt. 
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Zwei Einwaudt'.n, die sich durch leichto Betrachtnng heben, will 
icii aar uachtrÄglich begegoen. Obgleich in den 2 nntcrsucbtcu Fällen 
bei jeder Verschiebnng alle q iu 1. Ordnung null sind, war es uicbt 
uberflüssig die Unmöglichkeit einer Verschiehunji; besonders m be- 
weisen. Denn könnte eine VerBchiebung stattfiDdon, so wären die R 
eines Wachsens iu 2. Ordnung fähig; bei gchörigiT Verteilung der 
Ineremente würden alle Berührungen der A' Liuf hören, mitbin eino 
Verkieinerang von r zulassen. Da^'c^en konnte, nachdem alle a, 
y in 1 Ordnung null waren, eine Frage nach höherer Ordnung nicht 
mehr entstehen, Aveil die niedrigste Ordnung immer die Stelle der 
ersten einnimmt, and der Beweis für das Veracbwiuden auf sie aa- 
wendbar wird. 



Kurie Notisen betreffend die Fille Yon 9, 10 tind 11 Kngelii. 

Kenn K lassen sieb auf 3 parallelen Ebenen in Form dreier gleich- 
seitigen Dreiecke ordnen. Die mittelste Ebene ist Aeqoator, die je 
3 Kogeln anf den 2 ftnssersten berftbren einander und ausserdem 
secbalach den Ifittelkranz. Im gaaaen finden atoo Id Berührungen 
statt Die Fignr bat 4 Symmetrieebenen, so dass die Berecbniing 



wie bei 8 Kngeln in Wttrfelform, and man bat den eigentttmlicben 

Eine Kugel J/, die von 8 Kugeln A' lu Würfelform bertibrt wird, 
kauu gerade noch von einer 9 ton Kngel K in andrer Anordnung bu- 
rabrt werden. 

Schaltet man am Pole vom M eine lOte K ein , welebe die Be^ 
rfthroBg des nächsten Kugelkranses natflrlicb anfbeben mnss, so fiUlt 
die Symmetrie in Bezug anf den Aeqmlor weg. Die Oleicbung für 
r würde entwietolt von sehr bobem Grade sein. Die approiimaüYe 
Lösnng ist daher leichter am nrsprflnglicben Gleicbungssystem zu 
Toliziehen; sie ergibt: 



Dieser Wert ist am 0,4)0814 kleiner als der für 12 Kugeln. 

Schaltet man ebenso am andern Pole eine Ute Kugel ein, so 
wird die Symmetrie in liezu^' anf den Aequator wieder hergestellt 
Die Gieicbang für r wird dann einfach and gibt genaa denselben 



leicht iat Es ergibt sich: 



r « 1,83397 
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Wert als den für 12 Kugeln Es zeigt sich also, dass aaf derselben 
Engel M 11 Kogeln K in zweierlei Ordnung sich autiegen lasten, i& 
der eben genannten and in der Ikoiaederfonn mit Wegfall einer 
Eckr^ Bei erstercr finden nur 18, bei letzterer 26 Befflimiigen 
der A' unter einander statt Ist der lo erhaltene Wert tob r wirk- 
lich der kleinst mögliche, lo iit die Analogie des Falles mit dem b«s 
5 Kagclu benrorgetreteoeii benerkensirwt Nimlich 6 und 12 K«- 
gclu sind, was man so nennen kann, einer vollkommenen Berflhraiis 
fthig, d.h. wo alle £y die eino A'berOhren, anch einander der Baihe 
nach bertUiren, so dasi eine Vendiielmng nicht denkbar ist iMmtt 
man nun eine Kugel K weg, so l&sst sich bei aller Versciiiebai^ r 
nicht kleiner machen. Auf 4 Kngehi, die sich glelchlalls ToUkommen 
berUbren, findet der Sats keine Anwendung. 
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Zur Transforiiiation der Thetafunctioneü. 

Von 

Ferdinand Müller 

AUS Farchim. 



In seiucm bandscbriftlichou Nachlasse bringt Gauss meist ohne 
AbleituQg and Beweis eine Reihe sebr eleganter Beziehungen zwischen 
Fnnctionen, die sich später als identisch mit den Jacobi'schcn Theta- 
fuDctionen erwiesen. Die methodische Aufstellung dieser Beziehungen 
ist schon wiederholt der Gegenstand von mathematischen Arbeiten 
gewesen , besonders haben sich Herr Professor Schröter und seine 
Schüler vielfach mit diesem Thema beschäftijjt. lu der Tat ist es 
auch llorru Dr. Goring gelungen, eine eiimeitliche uud zum Teil 
noch erweiterte DarstuUuuLj dieser Beziehungen zu ^'ebeu, und /war 
auf Grund der Inaugnral -Dissertation und der Habilitationsschrift 
ton Herrn Prof. Schröter (cf. Goriug, lieber die Teilwerto der Ja- 
cobi'scheu ThctafuQctioaeo, Math. Anualeu YU. 1874. Pag. 311 etc.). 

In neuerer Zeit hat nun Herr Prof. Krause in den Acta mathe- 
fflatica 3. Pag. 98 etc. eine Kotls Tcrdffentlicbt, in der er nachweist, 
dsH man auch unmittelbar durch die Transforaiationsgleichungen i« 
lolcben Beaiehnagen gelangen mttsae, wenn man einendts die In 
ihnen aultrotenden Coefficienten nadi der gewöhnlichen Methode 
durch die Wnrzelwerte der Gleichungen bestimmt und andrerseits 
Belationen zwischen diesen Coefficienten herstellt, indem man jedes 
Glied der Gleichungen nach Potenzen des Arguments entwickelt und 
dann die Coefficienten gleich hoher Potenzen auf beiden Seiten oin- 
tnder gleich setzt 
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1d Folge dieser Waliriichniuug liess Herr Prof. Krause während 
des vorifTcn Semesters im mathematischen Seminar aacli dieser Rieh* 
tuDg hin arbeiten, and übernahm ich gegen Schloss des Semesters, 
nachdem für den spcciellen Fall n — 3 die Oleichnngen Göring § 3 (3) 
und (8) gefondcn waren, die voUst&ndige Darchftthrang dieser Unter- 
snchimg, um die Anwendbarkeit dieser Methode sowohl für dea aU- 
gemeinen Fall, aU anch filr die apeäellen FAIle nacbinweisen. 

In der Tat stellte ee aich aneh in Laufe der Arbeit hemuy daas 
man anf diesem Wege nicht nur die OOring^eehen Formeln erlifit» 
sondern eine nnbescbränkte AnxaU Ton Besiehnngen swiaefaen dieaea 
Grossen anfoteilen kann, dass ferner die von Gering angogobeaen 
Formeln znm Teil in viel allgemeinerem Sinno gelten, und dasa end- 
lich für den allgemeinen Fall diese Methode viel weiter reicht; und 
dabei ist diese Methode so ausserordentlich einihch, es kommt ledig- 
lich darauf an, die Thota- resp. Elliptischen Fanetionen and deren 
Potenzen and Producte in nach Potenzen des Arguments fortsclirei- 
tenden Reihen zu entwickeln und dann die erhaltenen Resultate ge- 
schidtt zu oombiniren. Es ist somit das uach der Gdring^schen Ar^ 
bcit so complicirt erscheinende Problem zurflckgefohrt anf das in 
neuerer Zeit so vielfach behandelte Problem die Theta- resp. Ellip- 
tischen Functionen und deren Potenzen in Potenzreiben zu cnt- 
wickelu. Die Arbeiten, die hierfür bcsouders iu Betracht kommen, 
sind: 

Jacobi, Darstellung der elliptischen Fanetionen durch Poteuz- 
reihen Grelle Journal LIV. 1857 (c£. aucii ijciieÜbach, Elliptische 
Integrale §§ ^'6—'J6). 

Die Arbeiten von Didon (Annales de Mathimatlquea 1872) 
von Moreau Nonvelles Annales 1876 
von Hernüte Grelle Journal 1876 und besondert 
D6sir6 Andr6, Diveloppeuients en s6ries des fone- 
tions elliptiqaes et de leurs puissaaces. Annalea 
de l'&ole Nonnale YI. 1878. Pag. 265 ete. 

Cbarakterisch ist noch für diese Methode, dass die Beziehungen 
jEwischen den transformirten Thetafnnetionen mit dem Argnmenl 0 
unter einander von den Besiehnngen zwischen diesen und den Teil- 
werten der Thetafnnetionen vollständig unabhftnfl^g gefunden werdeu. 

In der vorliegenden Arbeit ist nur erst der speciellc Fall der 
unpaaren Transformation behandelt, es leuchtet jedoch sofort ein, 
dass die hier befolgte Methode mit unwesentlichen Modificationen 
anch anf den paaren Traasformationsgrad angewandt «erden kann. 
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— BesondeM Gewidit ist dsraof gelegt, fttr die spedellen FftUe 
timmtliclie nnter ^em Oericbtspunkt fiiUende Gaoss'flche und GO- 
riiig*Mli6 Belationeo tu erhalten , nnd habe ich deshalb unter Jeder 
Formel die entsprechende GöriDg'sche in Klammer citirt und nur 
die nicht Ton Göring gebrachten üelationen zam Teil mit grossen 
lateinischen Buchstaben bezeichnet 

Was apeciell den Gang der Abhandlung anlangt, so Bind im er- 
sten Abadtnitt die Beziehnngen zwischen den transformirten Theta- 
fiiBctionen fttr das Argament 0, also die sogenannten Ganss'schen 
Relationen, aufgestellt nnd im sweiten Abschnitt die Beziehungen 
swischen diesen nnd den Teilwerten der Thetafhnctionen, und zwar 
befindet sich {Ihr jeden Abschnitt in f 1 das zu Grunde gelegte Ma- 
terial zusammengestellt, in § 2 die allgemeinen Untersuchungen, in 
I 3 die spedetlen Betrachtungen fttr n 3^ und in f 4 die fttr 

Schliesslich möchte ich noch an dieser Stolle Herrn Prof. Krauso 
Öffentlich meinen Dank aussprechen für das Interesse, welches er 
dieser Arbeit stets cutgegenbrachte, und für die Bereitwilligkeit, mit 
der er mir zu jeder Zeit die nötigen HUlfsmittel an die Hand gab. 



Abschnitt I. 
§ 1. 

Für flicsr ganzo Arbeit kommt nur in Betracht die Keuntriis der 
Theorie der Thetafunctionen und der elliptischen Functionen, soweit 
Jacobi sie in den ersten sechs Paragraphen seiner Abhandlung 
„Theorie der elliptischen Functionen aus den Eigenschaften der Theta- 
reihen abgeleitet*^ bringt, also die Kenntnis des Zusammenhanges der 
Tbetafunctionen unter einander nnd mit dem elliptischen Integral 
erster Gattung und das Additionstbeorem der Tbetafunctionen und 
dsr elliptischen Functionen; femer die Kenntnis der drei Transfor- 
mationsgleichnngen fttr den unpaaren Transformatiousgrad, welche 
die Grundlage dieser gameu Abhandlung bilden: 

t-i 

... + a^Mi^iCv, T) V-Hv, T) 
8 

JJ- (-1) * ^i(v\ r') - T) + ir2^,— 2(v, t)^^\v, T) + ... 




Digitized by Google 



164 MäiUn Zur IVauM/nmation der Thtta/unethim» 

ni. (—1) ' = t) + X,0,»-Hv, T) T)+ 

wo n irgend eine beliebige ungerade Zahl ist, ferner v' = tv, 
„ ^^^P^, wenn t ein Teiler von «H <] 7 und t eine beliebige 

ganze Zahl (0 incl ) << t^, aber ohne einen gemeinsamen Teiler mit 
t und zugleich ist. 

(et, KOnigBberger, die Tranafonnatiott der elliptiscben Func- 
tionen). 

Yennebrt man in diesen Gleiebnngen daa Atgnment am halbe 
Perioden 4cr Einheit nnd des Blodnls t, so folgen ans denselben un- 
mittelbar anch die Ansdrflcko fflr die drei aedem transformirteu 
ThetafonctioBea, so dass man ans diesen drei Gleichungen sofort 
drei Gleichnngs^steme von Je vier Gleichungen erhält, die man ver- 
einigt so schreiben kann: 

A. 

♦«-1 

^+ (-1) » a^i*a,K »)^i"-Hv, T) 
s 

«-1 

S 

3) ^..(«', t') = »(V, T) ±a:,^«,«-<(t;, t) ^) + 

- + (-1) ^ «•-H^«-^*'» »)^«."-Ht^, 
"s 

i-1 

4) »') - T)^a.«(t;, v)-f ... 

s 

wo die Indices a nach einander für die drei Fälle die Werte an- 
nehmen; 

für I. «, 0, er, = 2, «Pj « S 
für IL <t, — 2, =» 3, «3 = 0 
für III. «1 — 3, — 0, «, = 2 
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und wo im onten Fall rechte flbcrall daa positive Zeichen za wählen 
ist, im zweiten in den Aasdrflckon für 0«^ nnd abwechselnd 
poBiüvee and negatives Zeichen, nnd ein gleiches im dritten Fall in 
den Auadradcen für nnd ^««. 

Man kann uan schou diese sich unmittelbar ergebenden Glei- 
clmnirssystcrne zu Grunde legen und aus ihnen Relationen zwiprlien 
deu transformirten Thctafuuctioueu mit dorn Argument 0 herstellen, 
iudcDi man auf beiden Seiten jed* s Glied nach Potenzen von v ent- 
wickelt, nach Potenzen von v ordnet und dann die Cocfticienten gleich 
hober Potenzen von v auf beiden Seiten einander gleich setzt. Die 
Anzahl der sich so ergebenden Relationen wird um so grösser sein, 
da ausser den zu oliminircndcn unbekannten Grössen m nnr noch die 
Unbekannten i^a"(0, r) nnd i^a '(0, t') auftreten, wo man « fest gleich 
o, 2 oder 3 annehmen kann, denn man kann ja die zweiten nnd höheren 
Ableitungen aller Thctafnnctionen dnrch die Thetafnnctionen selbst 
nnd die zweite Ableitung einer einzigen der drei genannten Theta- 
fnnctionen ansdrQckcn. 

Hierbei aber tritt der Unistaiid erschwerend ein, dass diese 
zweiten Ableitungen nicht nur linear auftreten, soudeni auch die 
Potenzen derbelben. Deshalb ist es besser, man legt den Betrach- 
tungen diese Gleichungen in der Form zu Grunde, wie sie Herr 
Prof. Krause für den Fall I. in seiner Notiz, Acta mathematica 3. 
Pag. 95 unter (3) angiebt. Diese Gleichungen folgen unmittelbar 
aus den obigen durch den Zusammenhang der Thetafum tionen mit 
clliptisclieu Functionen nnd lauten für deu Fall I. folgeudermassen : 



B. 



1) 




2) 




=s a-i^^^cn"!«, ifc)+ar,d,»-2^3»cn"-2(u, Ä)dn*(t*, *)+ ... 
.. + x«fi^^j^,»-^cu(u, /kjdu^-HM, k) 



t 
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wobei folgende Beziefaangen stattfiodeo: 
wenn man Mtst 

^a(0, f) = and i^«(0, « ) — Om, 

AchDlicbc, jedoch nicht so nTlak)^u" Ausdrticko, dass man sie wie 
die Gleicbungssysteino A /n üiuinot) fassen kann, ergibori «ich, wcnu 
man Aji und Am umlorinL Dur Kürze wegen gebe ich sie hier 
nicht au , zumal man sie sehr leicht ans den Gieidmagssytemen A 
ableiten kann. 

Um nun ans diesen Gleichnogen Relationen zwisclisa den traoa- 
formirten Thctafonctionen zn erballeii, miiss man die elliptiscbea 
Fbnctionon sn, cn, dn^ sowie die Potessen nnd Prodocte derselben 
nach Potenzen von u entwickeln. Es ist nna aber nach Königsberger, 
KUiptische Fonctionen IL Pag. 81 and 88, wenn man die Moduln 
nnd Complemeatarmodnln durch die Thetaftuictionen mit dem Argu- 
ment 0 «udrOckt: 

u' » ,'»+1359.''»,«+135»,«»,«-t-»," , 
~7! +- 

CUM - 1- 2^1+ j j —^1. ^, I- 

+ ... 

saV) - - 3,»« +8*1" 
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+... 

* »l"+*8l Sil V 

• 61 ^ 
1 V16 V+10I», *» ,H-16V . 

da*(-) - 1 - 21 j;^4 1^ ^ 



Ich bftbe hier diese Entwickloiigen nnd nicht die Jacobi'scben 
n Gnade gelegt, weil sie sich in dieser Form besser für uosern 
ZwQck eignen; nnd ferner habe ich die Potenzen us den einiacbeo 
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berechnet und sie nicht aus den von Desir^ Andr6 gegebenen allge- 
meinen Resultaten durch Spccialisirung abgeleitet, da ersteres fttr die 
bisher von mir behandelten specicUen Fälle viel leichter ist. 

Ferner sind nun noch für die sj)cciellcn Fälle die Producte je 
ZV. i icr (lieser Ausdrücke zu bilden und zwar die Producte, für welche 
die Summe der Kxj)onontcn resiieetive =^3, f) ... 2<7-}-l sind. Der 
Kürze halber will ich jedoch auch diese hier nicht angeben, nur das 
möchte ich bemerken, dass die Producte cnPi'u) dn'"(>*) den Producten 
cu*^(u) dnP(u) ganz analog sind , dass man die letzteren unmittelbar 
bekommt, wenn man bei deu Aus rUckeu für die erstereu die In- 
dices 2 aud 3 iu den Z&hlorn vertauscht 

Endlich ist nun noch der Qaotiout ' — r za ontwickelo. Da 

v' ssz ^1^^ und V s - ^-^ ist, so kann man diesen Quotient als eine 
Ftoetton Ton « ansehen, niid er wird entwickelt die Form annehmeu; 

Es labst sich jedoch uachweiscn und stellt sich auch bei den weiteren 
üntersuchnugcn heraus, dass alle yzmi-i —0 siud, man erhält somit 
fQr/(u) endgültig die Form: 

Die Grösseu y enthalten, wie man unmittelbar erkeuut« wieder 
die Unbekannten 0a' nnd nnd zwar in der Form tt*^ — n ^ 

nnd der Potenzen von diesem Ausdruck. "Wir betrachten deshalb 
bei der Anfstellung der Gans8*schen Ixrlatiom^n die // als Unbekannte 
und haben es so, wenn wir dann die Coclnci iit<^?! ijleich hoher Po- 
teoeen von u auf beiden Seiten einander gleich setzen, mit Gleichuu- 
gen zu tun, in d ncn die Unbekannten ac und v nur liuear auftreten, 
was die Elimination derscibcu wesentlich erleichtert 

Bei den aUgemoinon Betracbtangen müssen wir die Grossen jr 
jedoch berocbnen, da dort nicht so viele Gleichungen vorliegen, am 
auch die y zu eliminiren. 

Hierbei ist es dann wesentlicfa, dass man die verschiedenen Ab* 
leitungen der Thetafnnctionen mit dem Argument 0 dttreh die Theta- 
fnnctionen mit dem Argament 0 selbst und die zweite Abloitnog einer 
einzigen ansdrflcken kann. leb will deshalb hier die Beziebaugen 
iwiechen diesen Grössen znsammensteUen, wie sie sich ans der Ent- 



i 
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Wicklung der Glddumgen der JBcobi'schen Tabelle C. (Jacobi*8 ge- 
Banunelte Werke L Pag. 510) ergeben: 

Nack der bier gowihlten Bezeicbnnngsweiso ist 
+»«»,*,<(8»,*— 2*,*) = ^ 

* 3 «'0 *'0 



§2. 

Setzt man in den Gleicbongen Bi fttr die Potenzen nnd Producte 
der ellipttacben Fnncttonen nnd fflr/Cii) die Worte ein, oo nebmea 
dieeeibcn, wenn man bis zur filnften Potenz von u fortscbrettct , fol- 
gende Gestalt an: 

Wo 

s ^ 
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3) ^'v(yo- -) = x,iV(i-".)+if«^8"-'Mi- ••)+•.. 

Himns ergeben sich dorch Yerglcichung gleich hoher Potenxen 
von u folgende Gleichnogen: 

Aus 1) 

a) yo = 

b) itsV« - ^«"a-s 



Ans 2) 

nr 2 



Ans 3) 



Ans 4) 

i-l 



a) (—1) 2 i^>»öayo — ^M^^J 

b) (-1) ^ t(3f^OtOtiO^<i-On*)-6y^9*0^0^ 

8 S 
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c) (~1) a<0,o^^,^(0,«+*Ot*OgH-0,») 

T t 

Mas sieht nun aamlttellwr, dMs dicie Gleicbanges »lebt hinreichen» 
nm alle y nnd st m eUminiron, znmal man die eich ans 2) und 3) er- 
gebenden allgeoiein garoicht benntzen Itann, denn In denselben treten 
bsmer alle Grossen v von xj bis anf. Wob] aber kOnnen nir 

8 

mit HfUfe aller sieh ans 1) nnd 4) ergebenden Gleiebnngen naeh 
einander alle Grossen x doreh. ThetaAinctionen mit dem Argument 0 
nnd die Grossen y ausdrficken, und da die y sich durch die Theta* 
fiinctionen und jenen die zweite Ableitung einer derselben flir dais 
Argument 0 enthaltenden Ausdruck, darstellen lassen, so wird man 
jede der Grossen m durch die genannten Grossen ausdrtteken kOnnen. 
Da dieses später fta die allgemeinen Betrachtungen bei den Teil* 
werten der Thetafnnctionen benutst wird, so will ich es gleich hier 
ftr die Grossen iCt, «t, apw^-i, xn-i und «n-s durchflihren: 

IS 8 

Aus dem Taylor^schen und dem Leibnita'sehen Sata ergeben sich 

&r die y in der Entwicklung von ^ wenn man noch die Be- 

Ziehungen zwischen den Grossen u und » beraeksichtlgt, folgende 
Werte: 

21 ^jVfo» V Oo "^"^ ) 

Analoge Werte erbftlt man in den beiden andern Flltoi für 
diey. 

Setst man diese Werte in die obigen Gleichungen ein, so er- 
geben sieh für die Co^cienten folgende Ausdrücke: 



Digitized by Google 



172 Müllen Zw Traiuformation der ThUa/mwthnen, 

L fltr «1 — 0 



+ 



6»< 



IL ÜAr 2 



f 

t-l 



»•+1 = (—1) - t 



- (-1) e v^^,«^? V ''^t j 

+ «»( Oo* + Öö*) - (V + ^3^))} 
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m. für o, — 3 

-«»(Oo*-o,*)-(V-V))} 

~ 12»» V Oi '^^j ; 

- (V- (10« - 6) V V + V) ] } • 
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§3. 

in dem specielien Falle n = 3 kOenea wir uns auf eine der 
drei GleidittDgSBysteme B. besehiinken z. B. aaf B/, deun man be- 
kommt durch alle drei dieselben Gleichangen. Das System B/ nimmt 
aber für « » 3 folgende Form an: 

— Sil^t'snH«, Jb) +art^tdj*Bn(u, ib) 

Kut wickelt man hier nun in der angegebenen Weise und setzt 
dann die Coefficientcu gleich hoher Potcuznu von u auf beiden Seiten 
ciuauder gleich, so erhält man, wenn man in den Entv,ickiuugeu bis 
zur fünften Potenz fortschreite^, folgende Gleichuugeu: 

(1) yo = «i 

(2) yoVöi - W<^«+'AVC>o 

(3) yoV<^-^iVöo + W^30o 

t-l 

(5) yiV-'-tV 

- 3ir,^,>ds*Öo+«t^iVt>o(2V+ V) 

<7) t^yo^^O^* - 2y,^o' V Oi 

t-l 

(8) (-1) 2~<OtOai-<VoW+0,^)+6yiVI 
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(10) lV<»VOi08*(40,M-0,*)~«»12y^o»^3*0,03*+24y4^o''Vö, 

(11) lVaVöf*OÄ(Ob*+40b*)-**.12j^^^o»*»*^>t*(>3+24y4VVöa 

- 3X|^,*^,»0^(7<^jM-4V)+^A«^«Oo(d,«+24^,V+8*»*) 

t-\ 

(12) (-i)^"<05ja,{fVo(^V-|- 

V +4 V^s* + V). 

Diese 12 Formeln, die mau ja uodi beliebig vcrmehreu kann, 
wenn man in den Entwicklungen weiter geht, sind eine ergiebige 
Quelle für Kclationen zwischen den transformirton Thotafunctionen 
= ^^«(0, t') und \>a t>fr(ü, t). Combinirt man sie nach und i\ach 
mit einander, wie es die Klammem vorn angeben, so erhält man 
folgende Rolationeo: 

(1, 2, 3) I ^3Ö8-^oOo + ^fÖt 

(1, 2, 4) II - ^ - (-1) ^ <*,0, 

(1, 3. 4) in n — (-1) • 

(9,8,4) IV §--^'-(-1)'^*».«, 

a, 2, 6, 6) V <«0,*- V ■= 2^(V0.'+Vt^''J 

(1,3,5,7) VI <'0,«-V = »t,°o 

(V-VI) VII <«o,*+V- 24^0^0 (^V^-') 

(1.5,6,4) Vni <*c;,*-V-2^s^»^^((--l)'^#Ö,«+^,«) 

(1, 5, 7, 4) IX t~0^' - d,* = 2#j^3 ^* ((- 1) 2 V) 

(vni-nt) X «»Ok.«-*,*-2^(*.»o.'-»,«<^») 

(1,2,5,7) XI «'0,« + V = Ji».0,(^'+^) 
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(1.3.5.6) XII 

(1.4.6.7) XIII iOjOsM— 1) *«»H-'»i*0!i*-<^i«sO,0i^<*,«O,» 

t-i 

-(^1) 2 V}-=3»,'V 
(1, 2, 6, 7) XIV t^^^^O^^O^O^ 

^ SjT ( V T^'»*- ( - 1) * <*^s^aOiÖa) 

(1,3,6,7) XV <«Vöo*<>f - 3d^,^H^oöo* 

1, 5, 6, 7) XVI S*0^,23,so^(2/«O.»O3*4-3»i*»3») 
(1, 4, 5, 8) XVn (-lMo,Ö8(««(O,<+0^«)-(*,4+«**)| 

(1,2,5,6) xvin — c-1) « i»ötai(ö^*+<^*) 

+6(-l)"5^iV^. ^^-6(-l)'« l»,*0,0| 

(1, 3, 5, 8) XIX -(—1) *<»0,Q«(OtH-W) 

< -1 0 0* — 
+6(-l) * <V«» -"V — ^^^^ * lVO,Oi 



(1, 4, 6. 8) XX -(-1) « 2<»0ii*+(-l) « i*0/ 

^0i 



--(~1)«9.^^3 ^^V-.6-^^ 



Digitized by Google 



MülUrt Zur Trofu/ormaliim der TheUtfiineticMn, 177 

<-l l-l 
(1, 4, 7, 8) XXI — (— 1) 2 2/30,*+(— 1) 2 tK)^* 

(1,5,6,8) XXn (— 1) »2<«VM'A*0»+(-l) > "2*«frt**i^A^s 

IM «--1 
+(-1) « 2«»*,^,OoO,OaH-(-l) « ««frB*OoO,»0, 

(1, ö, 7, 8) XXIU (-1) 2 2*»VV80tO,«+(-l) 2 2<3*, V^o^^iV 

+(-1) 2 2i^{>,V'^oöf'Öa+(-l) <»VOoÖtO,* 

-f 9{v,8.%sOfl = (-1) 2 4t3V^,^»Öj'0,« 
(1, 6, 7, 8) XXIV 3<»ä^(2V+VA^5-3<^«(2VW)0,03e 

+72(-l) «*,*«"a'0,-72(-l) «WO. 

t-i *-i 
+27(-l) « «^|«^.K)a--27(-l) « *WOb 

- -3(-l) « «*«o»OoaOaOa(*tM^s*) 

Alle diese Fonneln gelten ftr O« = ^«(0, t') and » ^«(0, r), 
alio flir den Fall i — 3 für O« = ^«(0, 3t) and — ^«(0, t), ond 

far den FaU < = 1 fftr O« — (o, j and *« - ««(0, r) oder, 

T— 8^ 

wenn man hier fUr t einsetzt, Air O« = ^«(0, t) and ^« -» 

fr«(0, 3t+8|). Man erhält mithin anch im letzteren Falle Dir f ^ 0 
Selationen zwischen 4^«(0, 8t) nnd ^a(0, t). 

Ardu d. Math. a. Phys. 8. Keihe, T«il I. 12 
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Specialisiit man jetaEt wirklich, so erkennt man unmittelbar, dass 
von allen so erhaltenen 48 Gleicbungou zwischen ^«(0, 3r) und 
^a(0, t) nnr die ereten vier far jeden Fall Gaoss'scho Relationen 
sind, und zwar die, welche Göring §. 3 unter (2) nnd (3) augicbt, 
und die Formel ^fig » ^«(Po + ^s^s« welche letztere man sowohl für 
I — 8 als nach ftr< = l,£ = 0au8l erbtttt. Aach wenn mau noch 
weiter geht nnd ansden obigen 12 Gleichungen noch weitere Beziehungen 
anÜBtellt, so erhält man doch keine Gauss^schen Formeln mehr — 
fQr den speciellen Fall i 3 habe ich deren 53 aufgestellt und zwar 
die einfachsten, Yon diesen sind aber die letsteren schon ansaer^ 
ordentlich eompltdrt — 

Somit kann es anf den ersten Blick scheinen, als ob man durch 
die hier eingeschlagene Methode allerdings auch Relationen zwischen 
den transformirten Thetafunctionen erhält, aber meist nene und nicht 
die gewünschteu Gauss'schcn. Dies ist jedoch nnr scheinbar der 
Fall. Jenn in Wirklichkeit sind letztere schon sämtlich in den ersten 
13 dieser Gleichungen enthalten, und wir orbalten sie znm Teil noch 
erweitert und auf^sf rdem eine Menge andrer Beziehungen, wenn wir 
die Gleichungen V — XIU mit Hülfe der ersten t und der bekanDten 
sich unmittelbar ans dem Additionstheorem der Thetafunctionen er- 
gebenden Oleichnng 

nnfonnen. 

Indem ich dies jetzt durchführe, will ich zugleich hinter jeder 
Formel die entsprechenden Güring'schen citiren, welche lur die spe- 
ciellen Fälle t ^ 3 und f 1, { 0 darin cutbalten sind; »m letz- 
teren Falle muss mau uatQrlich daim immer die und O vertau- 
schen, da den @ im ersten Falle die 9 tm zweiten Fall entsprechen 
und umgekehrt; ferner will ich, falls die Formeln nicht unter den 
von Güriug angegebenen cutliriltLU sind, die analogen durch gleiche 
lateinische Buchstaben mit ludices bezeicbneu. 

Die Gleichung I giebt scnvold fOr < = 3, als < = 1, 5 = 0 die 
von Göring angehobene Relation 

fttr $ = 1 und 2 giebt sie eine Erweiterung derselben, da (Ja dann 
auch resp. 3t -f 8) oder 9^40,3x4-16) bezeichnet 

II, III und IV geben für ^--3 das Garing*8cho Gleichnui^'ssy-tem §3, (3) 
und fttr < ^ 1, 5=0 das Glcichungss^stem (2) mit einer Erweite- 
rung wie hei I, Ans (2) nnd (3) folgt sofort 
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T. VI and X lielern ans in der aosuttolbar voriiogenden Fora 
iUa Sjstcm 

(A) l'O,*- V - 2 ( W - VO.*) 

«in System, welehes ans wie alle folgenden aUgemeinfiii Systeme vier 
vtnchledene Systeme reprftsentirt, Je nachdem man <=s 3 oder M 
<»1, 1 — 0, 1 oder 2 setzt 

Sobtrahirt man in Gleiehnng V anf beiden Seiten nnd selxt 
für V rechts den Wert ein, der sich dorefa Mnltiplication von I mit 
ni eigiebt, so erh&lt man die Qleiehong 

t~\ 

i^03*-3Ä,^ - 2(-l) ^ ^i^jPaC^, 0,-^0 Öo) 

Diese Gieichnng liefert sowohl fftr i = a, als auch Ar < =s i, 
{ = 0 die Oleichiug (8), filr ^ — 1 nnd i =s 2 wieder eine Erwel- 

tenmg derselben. Yeiifthrt man in analoger Weise mit ¥1 und Vn, 
10 erhalt man das Gldchnngssystem 

<«0/-3V ==2(-i)'2^[V3 03(;^,o,-a^oOo) 

(8) i«0,* - 3 V - <^,0,{*A + v%0,) 

Formt mau die Gleichungen V , VI und Vll durch wiederholte 
Anwonduujj der Gleichungen II. III und IV so um, dass sie iu Bezug 
aat die ^ iiomogeu werdeu, so ergobeu sich dio BeziehuugoQ 



(».'0.«- ».'0,') ( VO.'-»t'0»») _ 24 

CTjrjXjnRji — 

V0,*-^"05« a^f^sv'ii's 

ßcschtet man nnn, dass in diesen drei Gleichongen links nnr 
dieselben drei Klammem anftroton, so fidgen moitiplicaado 
bsr folgende sehr elegante 
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(F) *,«03«--^,«o,« - aa^jOoV 

Diese drei Gl^bnngen sind fllr « — Sand«— 1, 1 — 0 iden- 
tisch mit den Gleichnngen (10), ftri — Inadfc — 2 erweitern sie 

dieses Gleichaugssystem. 

Addirt man ferner in den Gldclmngen V, VI und VII anf bei- 
den Seiten 1^>3^ und dividirt resp. dnrch ^3^3? ^i^* *o^o» «> 
erhält mau mit liülfo von Ii, HI und IV 

— "^»^8 Vi Vo 

Ancb liier sind wieder die Formeln, die ons die »peciellen Fälle 1—3 
nnd « s= 1^ 4 — 0 liefern, identisch. 

VII giebt uns mit XI and XII zusammen in der nrspr&nglicbeD 
Form das System 

Ergänzen wir die linken Seiten dieser drei Gleichungen sam 
Quadrat, so erhalten wir eine Reihe sehr hübscher Relationen, dio 
sich jedoch einfacher gestalten lur die spociellon Fälle als fttr den 
aligcmeinoni z. B. ergiebt sich aus XI die Beziehung 

Es ist nun aber (—1) ^ entweder =«-{-1 oder— — 1, in jedem 
Fall fallt also eins der Glieder rechts fort, welches ist aber im All- 
gemeinen nicht zu entscheiden; deshalb will ich hier die Formeln 
für die speciellon Fälle anführen uud dabei gleich ftir den Fall 
e = 1, I 0 die 0 uud (i vertauscheo, so dass überall ist Oa 
d.(0, 3t) uud K = ^a(U, T). 
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''s 

Aas diesen Relationen folgen noch nnmittelbftr eiuigc andere; 

(7) Oö W-30,«) - "-Kf •) 

ansaerdem noch einige andre, die sich jedoch ans diesen ergeben, 
wenn man anders snsanunenfiwst. 

Feruer folgt ans (H), wenn mau Jo zwei Gleichuugeu multi- 
pUdrt: 

Die gerade nicht sehr clcgantcu Gleichungeii VIII und IX &ber- 
gehe ich hier: macht man sie aber in Bezug auf die 0 homogen, so 
erhalten wir, je nachdem wir dies mit der einen oder den andern 
der Gleichungen II, HI nnd lY bewerksleiligea, folgende symmetri* 
sehe Formdn 



8 

(80,«-»,«)» - 4»/>r/ ; 

8 



1 /^i* 
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Aus diesen drei Gleichungen kami man, wenn man die Glieder 
in bestimmter Weise zusamroenfasst, sowohl das Gleichuiif^sytem ( lu) 
als auch das Gleichurirrssyst'^Tn (')) herstelle!} hatten wir aber 

scboD vorher direct bekommen und ebeu&o erhalten wir (5) unmittel- 
bar, wenn wir die Gleichungrssysteme (2) aod (3) mit einander mvlti- 
pliciren. Ans obigen Gleichangeii folgt Bon aber, dass sie nicht nur 
fOr Om •*» ^a(0,3T) gelten, sondern ancb fISr — #«(0, 3H-d} nod 
Ott — 4^«(0, 3r-|>16). Das GleicbnngBQFBtem (5) lavtet folgender- 
massea 

it- X) iZ- S") - 

Macht man ferner auch XI nnd XU homogen, so eigeben sich die 
Relationen 

(E) 

Endlich liefert uns noch Xm, wenn wir es homogen machen, 
die anfs^laeten Gldchnngen (1) and zwar ftr ts=^ (1)^ and flir 
< = 1, I « 0 xm erhalt so die Form: 

2(^,»Vöo*Of08+*o'*f*0«0,0,»+VVOoö,«Oa) 

Die Glcicbimgeu (1) selbst erhält man hieraus durch folgendes 
Verfahren: 

Für den Fall < — 3 kann man die Gleichung auch so schreiben 



"N^igitized 
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Hierftvs folgt mm unmittelbar 



oder 




Cranz analog ergiebt sich für < » 1 (1)^ so dass mau erb&lt 



(1) 



1 1 /oj 1 /ö;^ 



Mit den Oleicbungssystemcn (1) (2) und (3) ist nach Vorgang 
von Göring anch sofort (6) gcfuudeo. Zerlegt man nftmlich die 
Gleichangen (2) nnd (3) nnd beachtet die Beziehungen (1), ao folgt 
leicht 



(6) 




•vf+i/?-k':T-» 



In gleicherweise künute man fortfahren und auch die übrigen Giei- 
changcn umformen. 

Dieselben werden aber nm so complicirter , je weiter man geht, 
und will ich fftr jetzt davon abstehen. 
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Ferner kann man auch noch die Gleicbuugcn, die sich fttr die 
spcciellen Fälle t = 3, und ^ = 1, 1 = 0 ergebou, mit einander com- 
biniren, zumal die Gleichungen tUr / = 3 mit UQlfe von II, III QQd 
IV fUr I » 1, I = 0 omfonnen und umgekehrt 

Tut man dies bei den linken Seiten der Gleichnngen Fy so er- 
hält man 

(H) 

nnd noch vier andre Gleichnngen , die atier auch direct ans diesen 
entstehen, wenn man anders zmammenfosst 

Aus diesen Gleichungen nnd ans (F; folgt noch sofort 



(G) 



(W-ö,«03«)« - 4^l>A<>s<>s 

^s 

» s 

Dio meisten Gleichungen, die man so erhftlt, sind schon unter 
den irttheren als specielle Fftlle enthalten, als nene habe ich nur 
noch gefunden: 

*,0, 

(D) 

Fassen wir jetzt Alles zusammen, so sehen wir, dass sämmtliche 
von Gering angegebene Relationen auch auf diesem Wege gefunden 
sind, nnd dass dieselben zum grossen Teil in erweitertem Sinne gel- 
ten, es bestehen nämlich die Relationen (l),, (2), (5), (8), (9) nnd 
(10) nicht nur zwischen »'>«(0, 3t) und ^«(0, t), sondern allgemeiii 
zwischen ^«(0, Bx+^) nnd ^«(0, t), wo I die Werte 0, 1 nnd 3 
nehmen kann. 
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Ausser diesen Beziehungen sind aber noch eine ganze Reihe an- 
derer abgeleitet, von denen die meisten auch ganz allgemein gelten 
wenigstens fOr den Fall < » 1. 

Die Formeln , die Göring zwischen t'^„(0, 3t) , ^«(0, r) und 

^« ^0, angiebt, liegen ausserhalb des Bereiches der hier geführten 

Betraebinngeo, ich wende mich deshalb jetzt sofort znm Fall » 5. 

«4. 

Aach für den Fall n = h genügt es Zwecks Herstellung der 
Gauss'schcTi Fornieln eins der Systeme B zu entwiekeln. Ich wähle 
hier wieder das System B/, dasselbe nimmt fttr » folgende Ge- 
stalt an: 

+«ji^tVcö(w» *)dn*(tt, k)' 

+a-a^5Vdn(w, it:)cn*(M, k) 

Schreitet man auch hier bei der Entwicklung bis zur fünften 
Potenz von u vor, so erhalt man folgende 12 Gleichungen: 

(1) — »1 

<2) Vög»6 = Vöast,-H>:,*,'<^a*<^+a'sWöo 

(3) Oo*0»yo = Vöoa-i+arg{>8*V^O+W^aÖo 

(4) iC^Ojifo - 

(5) 

+«r«^Wöb(»>f*+3*5*)+»8M9*Oo(4*iH-V) 
Wf*^s'Ö,,(3^,M-2V)+««^s*^*s<^o(*iH4<^s*) 
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(8) iVa^>8t>5(''^.*+''V)-%^^3*Ö2^>3 

Diese 12 Oleichuugen enthaltOLi nur die 6 Unhckannteu j^,,, i^«, .V4.^i, 
«1, fj? ergeben also, wenn man diese eliiuinirt, eine Menge Kelatioueu 
zwischen ^«(0,1') uuU i>a(ü, t), wo ^^«(0, t') für / — 5 den 

Wert ^aCO, ÖTj hat , dagegen für < =- 1 die 5 verachiedeueu Werte 

anoehmen kaoo ^0, - | = 0, 1, 2, 3 und 4. Die elegaat- 

steo dieser Relationen sind: 



oder 



(1, 2, a, 4) I Va^i— ^o^a^»+^^>*3^>« - <öoO,0, 



(21) 



M». . „ = < oder 
o«03^o,c>3 OoO, 

^^) ^8 *o^t*^8 



Diese Formeln repräsentiren aiu fUr die speciellen Fälle / '> 
nad I = 1 das Oöriog'sche Oieichnngstyrtem f 4. (21), fQr den Fall 
t^l natOrlieb wieder eine Erweitenmg der Qleicbnngen (21)i and 

(ai)t. 

Die übrigen Beziehungen, die man durch die Combination der 
Gleichungen (1), (2), (3), (4) (5), (6), (7) erhält, bieten sich xilfh 
Teil zunächst in nicht sehr schöner Form dar; da man sie ausserdem 
alle hifl auf die Formel, die man durch ( onibinatiuii veii (4), (5), 
(6) und (7) bekommt, mit Hülfe von T auf einander reduciren kann, 
will ich hier nur die elegantsten derselben angeben: 
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(2.4.5,6, II *'0.«-3V-2:g'+2^g-2«.'0,(^; + ^^) 

(8.4.6.7) m..O.*-3*.*-2*«:^»-2^«+2»»..O.g-g) 

(3, ». 6, 6) V «»<^M-*$* 

(2, 3, ö, 7) VI <»0,*+<^,* 

{2, 3, 6, 7) vn t^^OoH-V 

(4, 6, 6, 7) Vm 2*«Vöo*Ö,OB+3<**^o<^t*Ä^o<^iÖ,(Vö»*-tf,»0,>) 

(2.4.6.8) IX *<^80oO,Ö3{*«(0,*+03t)-(*,H^,*)| 

(3,4,5,8) X «^OoO,05{««(0,H-^*)~(*fM-*»*)i 

(2, 3, 8) XI ^^»'^^^OaOsCOg^+rV) 

^ (2, 4, Ä, 8) Xn «<^oÖo<^0«W2e)a*-Ot*)-(5/^,*+2V)l 

^ 6*«^3'Öo*0,Ö8*+6/^,f'Oo»OH^^o^.«(''^u'^>2-W) 

1(3,4,7,8) Xlil <»oOo<^,0,{<*(20/^03*)-(2^,H^8*)l 
! -6l«<r,»Oo«0,«0,--6lVö,**Ö,+6*«^,(VO,-^,»Oo) 

(3, 4, 6, 0} XIV ^^o^30oO,08}f*(203*-0,^)+(7^,S-^,*)l. 
= 8l*Oo* 0,0,»(2^*-K,*)-9ll^^a*0^»0, 
+3^o*tOoO,>(2^,*+3»,*)+6*o^A(VO,--^g»ö!j) 

(2, 4, 7, 8) XV ^.to^20oO,0,{<2(20,*-Oa*)+(V+7V)l 
3<«Oo»0,«0,(*,S-2*»*>f Wt*^gO^«ö, 

+3*^o^ö||0,«(3^,*+«^s*)+^oVi(W-»t*Öt> 
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!(4, ö, 6, 8) XVI 2f3V^2'^3(^2*-2^s^)F2/3^,J<)o^>,a,(rV+03^) 
(4, 5, 7, 8) XVU 2i«^o'^>f^'(Ö3*-20,*)+2/3^^,^^>oO,o>3W+^3*) 



Aus diesen Relationen, die zum Teil schon sehr einfach sind, 
erhält mau noch eine Reihe anderer, wenn mau sie mit Hülfe der 
Gleichung I umformt. Macht man durch wiederholte Anwendiiojc; von 
I die Gleichungen II , III mul IV homogen in Bezug auf die so 
ergeben sich folgende elegante Beziehungen. 

Hieraus folgen munittelbar dnreh IHviaion je zweier Gl^ehnngen 
die Formeln 

nnd somit nach (A) 

(G) 2VO.«-2VV-2W = ^^i^ = 

Ergftnzt man femer die linken Seiten der Gleiehnngen V, VI, 
VII znm Qoadrat, so erbilt man folgende sehr schOne Beziehungen : 

(B) {^^^-to^^f - 2 ^-^(^5W~^o^^o'-*i^«*) 

0 8 

j s 

Ans (B) und (G) könnte man nun noch eine Reibe von Be- 
siehnngen herleiten, ich verschiebe dies jedoch auf später. 



Oigltizedby Google 



JiüiUr: Zur Tnuu/vrmtUion «kr 2TtttafimciioMn» 189 

Man Imt somit schon eine giinze Keihe zum Teil solir eleganter 
R«*IatinT>f'Ti , iintrr alleu diesen hcrinden sieh ausser in I keine von 
Goring ang('^'Ll)cne. Solche erhält man erst, wenn mau die spr- 
cielJen Fälle ^ =» 5 und ^ = 1. | U mit einander combmirt, 
dann aber ergebeo sie sich meist iu sehr einfacher Weise, wie folgt: 

Ich will so diewni Zwecke die Formeln, welche sich aas den 
olngen flir i « 5 ergeben, mit einem Strich bezeichnen, und die flir 
I SS 1, I -» 0 mit swelen. 

Addirt man V und V\ so orhillt man, wenn man richtig za- 
sammenfaast, (17)8 > rabtrahirt man beide Gleichungen, so (17)|^; und 

mnltiplitirt man V mit V5 vnd 1" mit 5, ad ergibt sich addendo 
(17)4 nnd snbtrahendo (17)^; 

(^s+Os)(*o-öo)(0,-*,) - 40oü^a 

(17) 

(yöO,+»3)(y50^-*^)(d^,_yöo,) -4W8 

Mit dem Gleichungssystem (17) hat mau auch sofort (10), wenn 
man je zwei Gleichungen von (17) mit einander multiplicirt. 

(V-&V)(V-5V)(V-5V) = 16^o^,»V 

Multiplicirl man 1' und 1", so folgt 
iE) 8;^oVs<^«^t<>s-^5^3l^o02H-^A)*-^o^>o(^^s-*»^s)' 

Diese Gleicliuug enthält sämmtliche Formolu (15) iu sich. Mau 
kanu sie nämlich auch schreibeu 

«i,«»A'Os+*iVOo«Ö,+2VAöoO,(>3-»,,*A(^0,0,_*^^ 

Ergänzt mau die Klammern so, dass man rcsp. V und I" darauf 
anwenden kann , so erh&lt man anmittelbar die Gleichung (15)| , in 

gleicher Weise erhält man, wenn man die Glieder, in denen die Ana- 
drocke ^fyO^ nnd ^fifO^ vorkommen, znsammenlust, (16)t nnd 

ganz analog (16)^} 

^o'Oa'-f ^3»0,»-f4Va(¥>3-^'*.i*-50o«0,^ = 0 
(15) ^*0,J-i-.^.,^(>^5!-|-4VsÖ,03-^„2J>,^-rX),='03« 0 
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£raet2t man ferner in (£) zwei der Klammern durch Aoedrficke 
mit der dritten nach (F), bo folgt die wichtige Relatton 

Uder nach G 

«nd andrarseits 

(14) a^8^0,^-2VOo^-2V<>«' - (16Mi^»Ö^t^,(),)J 
Hottiplicirt man (B)' mit (B)", so ergibt sich unmittelbar 
W und (9) - (Ot*-V)(V-60,») 

Diese Gleichung cnth&lt femer noch das Oleichongsgyatein (7), 
man erhält dieses darans nnr mit Hfllfe von der Glciclmng 



Es lautet 



(7) 



(öOa»-^.»)»-(60o»-V)* - 4V(50t«~V) 

Die Gleichungsayateme (8) (9) und (14) liefern uns sofort auch 

(13) W-0,')W- ^O,^) ^ (,'>,^--(>,^)f,'^,t_5(^^,, 

und ebeubü (Ii) uud (14) die beiden Gleichungssystomc 




^3 (4ÖoO,^gJ 

O3 (•l,'>o'»2^n)'' 



und 



- (/ oo (4^a^^,n 
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otf) ' v-^* - K «i; dwis 

Mit (Ion Gleirlmngen (18) und (19) sind dann al»or uach GOriug 
auch die Systeme (;2ü) and (22) unmittelbar gefuudeu. 

Zum Schlnss mOchte ich noch eine andere Schreibweise der Re* 
lationen (21) anführen . welche uns unmittelbar zu einer von Gauss 
angegebenen, von Görin^ aber nicht erwähnten Formrl führt. Faast 
man die Glieder in den Formeln (21) in bestimmter Weise sasam- 
man, so nimmt dieses System die Form an 

(L) 

V*o^«+Ö«0,)==ö,(^oOt+*A)i ^>s(Vi+50«0,)-_.l^^(;^^0,4-i^,0«) 

nnd hieraas folgt unmittelbar 

^oH»f^s-OtOs) « Oo*(^,^3-~50,03) 

Mit HQlfe von (K) liefert uns femer (L) folgendes Gleichungs- 
system: 

(^,^,-0,0,)«- iö^Ä^^s^jOftOA^r 

O ' 
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Eino dieser Oleichuugen giebt Gauss an (cf. Gauss Werke II 
475), jedoch muss dort ein Versehen vorliegen, denn er giebt als 
Wert von ^o^a + ^o^» ^^^'i welchen wir für ^o^x + öO^O^ haben. 

Es ergoben sich also ancb fttr den FftU n = 5 alle Ton Gdriog 
und Gauss angegebenen Formel nach nnsrer Methode und ausserdem 
noch eine ganze Reihe andrer eleganter Beziehungen. 

Nach diesen Ausfülu uiigen wird es einleuchten, wie loliueml der 
hier oiugeschiagene Wog ist, um Relationen zwisclion deu trausfor- 
nürten Thetafunctionen aufzustellen, und offenbar erhält man für 
jeden Wert von n eine ganze Reihe von Boziehungen. Jedoch will 
ich für jeUt hier abbrechen, indem irh hoffe, dass os mir geluni?pn 
ist, die Fruchtbarkeit dieser Methode nach dieser Richtung bin uach- 
zuweisen. 



Abschnitt II. 
§ 1. 

Um die Boziehnngen zwischen den Teilwerten der 
Thetafunctionen und den transformirten Thetafnnc- 
tionen fflr das Argument 0 aufzustellen, mftsaen wir nur noch 
den drei Gleiehungssystemen A eine dritte Form geben. Sucht man 
die n verschiedenen Wurzeln der rechten Seite, so ergiebt sich un- 
mittelbar, dass man die Gleichung A«) ihr den Fall i — «i auch so 
schreiben kann: 

wobei 



ist 



Analog erhält man fflr den Fall i — 1 



wobei 
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9 



ist 

Diese Formelu ergri i u sich auch als specielle Fälle aus den 
von Herrn Prof. Königsberger angcgebouen (si«>)H' KönigsLergor^ 
Elliptische Fanctionen II Pag. 95 oder Transformation der ellipti- 
tcben Functionen § 24). 

Vermehrt man jetzt wieder um halbe Periodcu von 1 und t, 80 
folgen für t ^ u liic drei Gleich ungssystemo 



r 

H-l 

»-1 

4) (-1) » - 

•--1 

wo die Indioes a der Reihe nach wieder dieselben Werte annehmen 
wie bei A, und wo fiberall das negative Zeichen gfiltig ist ausser in 
den FSUea, wo hei A abwechselndes Zeichen zn nehmen ist, dann 
UQSS man hier das positive Zeichen wählen. 

Ganz analoge Formeln erhält nuui für don Fall i = 1, nur tritt 
tberall an Stelle von - rechts h — und links natflrlich an Stelle 

n n 

TOB da{nv,nx), &a{v, ^ woUen dioso Gleichungen hier 

tticbt angeben, sie jedoch mit r*' bezeichnen. 
AkL 4. Vfttlu «. Pij». s. S«Ui«, T«n I. 18 
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§. 2. 

Fflr die allgemeinea Bätraditangen sowofil wie für die 
spedeUen FäHe woUeii wir liier flberalt Ton vorne hereia die Ftttle 
i = n and I « 1 aaterscheidea, erstere liefern ans die Besiehnngea 
für die Teilwerte der reellen Periode , and lelatere die für die Teil- 
werte der imaginftren Periode. 

Bestimmt man zunächst die Coefficienten der Gleichnngssysteme 
A durch die Wnrzelwerte der Gleichungen, wie sie sich unmittelbar 
durch Yergleichung der Gieichnngssystenie A and F ergebea, so er- 
bftlt maa für den Fall t = ni 




ff- . ,- vQ..-©...v(^K)'H^') ■- 

-•■■te')- 
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.-.„/f=!^ö>H':>>.'('*)-v(T.') 

-•l-I"vö...^'->,.öviW)... 
-v('v>-{*M'^") Mv) 



o.yv(a-^-"'--(;)-»--('?' )-m 

.^f^>..('t>.f-') 

wo liberall die Summe nach h und k m nehmen ist, and far jeden 
Wert von A, k alle gaozzahligon Werte von A-^"^ l^^^ darch- 
lanfen mvati dasselbe gilt von den folg^den Ansditicken 



I 
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..-.■■(a)v(W)...v Cs--) 

Ganz analoge Ausdrücke erhält mau für den Fall < 1, nar 

tritt flberaU an Steile von - ^« 

n » 

Setzt mau uun m (lieseu Fürmclu für die Cocfhcieutea xr die in 
Abschnitt I. §2. gefundeneu Werte ein, so kauu mau jede dieser Summen 
resp. Productc der Teil werte der Thetafunctionen durch die trans- 
formirtcu Thetafunctioutu und jenen die zweiten Ableitungen der- 
selben enthaltenden Ausdruck darstellen. Der Aubdruck für a-, liefert 
so nichts Neues, wohl aber alle übrigen von x n^i ab. Mau erh&lt 

80 folgende markwttrdigen Relationen zwischen diesen Grossen: 

a) durch dou Coefficieuteu uvfi. 

2 



«) fflr die imaginäre Periode. 



"g' ' V n / " w o 

l —\ * 3 
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Diese drei Gleichungen setien nns in den Stand, sämmtliche 
von Herrn Dr. Göring für den allgemeinen Fall abgeleiteten Be- 
ziehungen zwischen den Tcilwerteti der imaginären Periode und den 
transformirten Thetafunctionen herzustellen, wenn wir nur dio Gloi- 
cbong hinzuziehen 

2«b(«, V«, »)^(', t) - ViViCar, T) 

Aueb Herr Dr. Oöriog hat dieselbe benatst und giebt sie $ 1 (19) 
an« sie folgt nniiüttelbar ans der ersten Oleichiing der Jacobi'sdieii 
Tabelle A (Jacobi's Werke I 507) 

^(-')^8W^W*s(«')+^(«)«^i(y)*i(»W^^ - 

y',/,ir') + Va:',jf',a',v') 

uenu mau x««« — 2'**^* — 2'' 2' * • 2 ^ » ~ * setzt 
Giebt man « der Beibo nacb die Werte = > 2 . . . 

Ii !• ' 

M — 1 X — 

-2 — nnd mnitiplicirt alle diese Gleicbnngen, so folgt 

« — 1 

Es ist nnn aber, wenn - 2 ~~ gerade Zahl bezeichnet, 

wie aich analog den Gdring^scben Betrachtungen lar den qpedellen 
Fall I » 0 § 9 I leicht nachweisen Iftsst 

Ist dagegen '^-2- eine ungerade Zahl, so erhält der letzte Factor 

^^.^(3H-l) .(3nfl1 

die Form e " 

Man müsste denmach im Folgenden zwischen diesen zwei Fällen 
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UDterscfaeiden, setzt mau jetloch jetzt ~ -= t, so ergiebt sich 

BOWObl, wenn ^ gerade ist, alb auch, weun es ungerade ist, 

M-l I»— i 

denn der letzte Factor nimmt cbum io beiden F&Ueo die Form 

Ff)r den spociellen Wert | 0 fällt diese Gleichung mit der 
GOriog'schen § 9 I (5) zusammen. 

Setzt man dies in der fraberen Gleichung ein, so folgt 

H—l «— l «—1 

2 2 IT* ^0 + ^) \^ nv + 8S)iÄ 0^j(At, «t + 8g} - 

-.- (»-UM«-!) 
(Ws) * * 

wo 

hi \ diese Formel scbliesst wieder als specielleu Fall die Gdring*8che 
I 9 I (6) in sich. 

Nach den fraberen Gleichungen kOnnen wir nun aber jedes der 
in der letzten Gleichung auftretenden Prodncte durch jedes andere 
ansdracken, eliminirt man miUün zwei derselben ^ so bekommt man 
einen Ausdbmck für das dritte Prodnct und somit anch sofort die 
entaprecbenden Worte der anderen Prodncte auBgedrflckt in Theta- 
fhnctionen mit dem Argument 0. 

Eliminiren wir z. B. die Prodncte der Teilwerte ^ ^s« ^ 
erhalten wir die Relation 



K-l 

M-1 (|>+IM»»~1) 2 

2 2/'' ~ 



oder 

wobei ^ , . 
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Mit difiter Bdation sind aber sofort raeti die folgenden ge- 
landen: 

(-1) 2 e VÄC4(>oO,üJ^ 
oder 

3 « « 



oder 



^(ll + l).(H-l) 2^ . 



OoOi 

2 i w 



^ jifa tw-H).(n-lJ -2 -— 



oder 



w-l 



Diese Gleiclmngcn reprftsentireik nns fftr den spedellen Fall 
{ — 0 genati die GleicbaogwyBteine von GOring §9 3. (16) nnd (17), 
wenn wir beachten, dasB nnger « *«(0, nt+S^) nnd O« — ^^(oTr)^ 

und dass » = a bei Göring, dagegen jenes » « — ^ ist 

fflr die reelle Periode^ 

VerfWirt man in analoger Welse, wie fflri 1, fllri — », so 
erhält man nmnittelfaar die GAring'schon Gleichnngen $ 9 3. (S3) 
nnd (24): 

— * __ 



(23) 
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(23) 



M-l 



2 y*».^. *j-K*,(40i,O,0jl 



n-1 



oder, wenn man 



8et2t 



(24) 



»-1 



Combiiiirt man diese Resultate noch mit denen der imaginären 
Periode, so ergeben sich ohne weiteres anch die Gleichmigen 
(26) and (27). 

Wir haben damit nach nnsrer Methode nicht nur sämmtliche 
(jöring'schen Formeln Ar den allgemeinen Fall, dass « eine nn* 
gerade Zahl ist, gofnnden, sondern anch noch wenigstens für die 
imaginftre Periode bedentende Erweitemngen dieser Resultate. 

ünsre Methode reicht Jedoch noch viel weiter, wir erhalten völlig 
neue Relationen, wenn wir nun anch die Ansdrflcke für die flbrigen 
Goeffidenten vergleichen, und zwar snnftchst 

b) die iiXt die Coefficienten und x^i» 

s 
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«> Fftr die imaginäre Periode ©rgebea sich so folgeode 

i.J-V » 1 / V 0,"\ 



Ganz älmlicho Aasdruciwe ergeben sich für die Summea der Pro- 
dacte der Quotienten zn Je — wie sie in den dritten Werten 

für die Goeflicienten und eatiialtett ilnd. Da man die^e je- 

IT 

dodi direct ans den obigen erhält, wenn man respectivc mit 
Uft — T-r Oder H» — ) ^ mnItipUcirt und diete Pro- 
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ducte rpchts naoli a) durch die transformirten Thetafuuctionen mit 
dem Argument 0 ausdruckt , so will ich sie hier nicht noch speciell 
angeben. 

In gleicher Weise folgen für die reelle Periode fol- 
gende Kelationen: 



n— 

a 
1 



^ C) 

IS("¥-*:-)-(-'<"''-'^'' -<'''-».'')i 

In diesen letzten sechs Gleichlingen ist llberall o« — ^^ff^^nt) 

und »a = »«^aCO, T), Während in bj«) Ü« = ^0, ^ ^^^^ uud &a — 
^«(0, y) ist. 
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Diese Pormeln finden sieh nicht mehr in der Göring'sGhea Ab- 
handloDg, wohl aber gelangt man durch Specialisirung der von Herrn 
Dr. Herstowski in »einer Inangnral - Dissertation § 3 (6) —(17) anf- 
gestollten Relationen zu ganz ähnlichen, jedoch nicht mit diesen 
ideotiaGhen Fomeln. Es sind dies die schon von Herrn Prof. Eron- 
eeker angegebenen Fonneln. — In obigen Gleichungen tritt nasser 
den Teilwerten der Tbetalnactionen und den transformirten Tbeta- 
fandioiien noch jener die «weiten Ableitongen derselben enthaltende 
Aoadruek anf. Diesen zn entfernen ist im Allgemeinen nicht mög- 
lich, wenigstens nicht anC dem hier eingeschlagenen W^; filr die 
8|»eciellen FSlle jedoch können wir obige Summen rational durch die 
transformirten Tbetafnnctionen allein aosdrttcken, da wir dann 

« ^ durch diese Grössen darstellen können. Z. B. ist 

für n = 3 

für n 5 




Können wir nnn auch die einzelnen Summen nicht allein durch 
Thetafunctionen mit dem Argnment 0 ausdrücken , so können wir 
doch Belationen 7\Ti3chen diesen Snmmen aufstellen, in denen ausser- 
dem nur noch Thetafunctionen mit dem Argument 0 auftreten. Ich 
will mich hier auf die der reellen Periode und anf die der imagi- 
nären Periode beschranken, in denen die Teilwerte derselben zwei 
Thetafunctionen vorkommen, und auf solche zwischen der reellen und 
imaginftren Periode unter dnander, flu* die ein gleiches statt hat. 
Offenbar kann man auch zwischen allen flbrigen Relationen anfotellen, 
waa unmittelbar klar ist, wenn man bedenkt, dase die Gleichungen 
bestehen 

V >s(0, nt) ^s(0, %))" V ^0(0, nz) ^o(0, J 

— ««(«o,*— ^,*), etc. 

Man findet so durch EUmioation der zweiten Ableitaugen fol- 
gende Beziehungen: 
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1 



woM 
itl; fmer 

- e^^^i»,. i W+ V)- W+ VJi 

wa 

ist ^ 

Um nun Beziehungen zwischen den Summen der Teilwerte der 
reellen ond imagiDären Periode für o berzubtellen, mOssen wir 

noch in den Gleichungen für die imaginäre Periode statt ^ t ein* 

führen; dann nebmcu die iu deuselben aoftretenden Ausdrucke die 
Form an, es wird 
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Es ist dann also o„ ^cr imagiDären Periode gleich, &^ der re- 
ellen Periode und der imaginären Periode gleich, der reellen. 
Yertanaclit man desbalb in den Ausdrflcken der imagioAreii Periode 

0« und ifa und eliminirt dann ~, so erhält mau 



•-1 



1 »if*, tj ' »T) 

- ^ {«(o,«+Oi«)+(V+*.*)} 

und aiudog Ar die andern Summen. 

c) Gehen wir jetzt noch einen Schritt weiter und untersuchen, 

welche Relationen eidi aus der Vergleichnng der Ausdrücke fttr die 
Coefficienten und eigeben, so erhalten wir 



2 

et) fUr die imaginäre Periode. 
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- 4[(<>o*-40o*0»*+0,«)-(V-(10»-6)l^o^t*+ 

Gauz aualoge Foruielu ergebeu sich für die Summe der Product© 2b 
je — 2~ dritten Aosdraeken fOr die Coeffidentena^ nodab-a, 
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dlMelben unterscheiden Bich ?on den obigen nur durch die Factoren 
vor den gewaudenen Klammem nnd entstehen aus ihnen einfach 

durch Multiplication mit /7* — — resp, Ih — \ öTt-. 



In allen obigen Gleich uugen ist die Summe nach h und k zu 

nehmen Ton 1 bis und zwar miiss h flir jeden Wert von h 

fi i 

alle Werte yon A-fl bis dnrciilanfen; ferner bedeutet flberall 

Oa ^^'y ^« MO, t), 

ß) Aach die Beziehungen für die reelle Periode haben 

eine ganz ähnliche Form, und will ich mich deshalb damit begnQgen, 
die zwM ersten anxugeben: 

, O'-O 



VI 



• 12^? V"* Öo " .^0 ^ 

- ä^*»*+V)l»«(0i*+Ö5*)-(*t*+V)] 

Diese Furmelu oder auch ihnen uiiuliclic Labe ich nirgends ge- 
funden. 

Legt man dieaelben nan wieder als Ansgangqgleidinngen an 
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üruudo, 8ü kairn man aus ibiieu wieder eine Menge Relationen her- 
leiten, welche die Boziehaogen zwischen diesen Suramen imter sich 
und zwischen diesea and den frübereu bummeu angeben. 

Diese alle aufzust* II -u , wunic jedoch zn weit führen, und will 
ich hier nur je eine für die rei ilc und imaginäre Periode vörtUbüreiif 
um zu zeigen, wie sieb dieselben geatalten. Es ist z. B. 



~VV\ 12»» V.0, ~*»tJ 

- s(V+V)[(0.*+o,«)-(V+V)] 

Hier treten also schon in diese P/cziehutigen die zweiten Ab- 
leitungen der Thotafunctioneu ein. Nimmt iikiu ah* t noch dir frühereu 
Summen hinzu, so kann man dieselben auch hieraus eliminiren uud 
bekommt dann rationale Beziehungen zwischen zweien dieser letzteren 
Summen, einer der früheren und den transformirten TbetafuDCtionen 
mit dem Argument 0. Mau kann die zweiten Ableitungen aber auch 
allein durch eine oder mehrere der fraheren Sammea eliminiren ind 
so rationale Beziehungen zwischen einer von diesen Summen und 
einer oder mehreren der frttheren henteUen. 

In gleicher Weise könnte man nun weiter gehen und die Coef* 
ficienten und srn-s, «6 und xn-tf ... auf iweififtche Weise 



drucken, uud würde so zu Summen von Producten zu je 3 oder je 
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, zn je 4 oder je — r> > • • • der Quotienten der Teilwertc ge- 

laDgen immor aasgedrückt durch die Xbetafanctionea für die Knll* 

o " & " 

werte des Arguments und zunächst durch Potenzen von " 

da man diese aber stets mit Uttlfe der früheren nnd der gleichartigen 
Snmmon climinircn kann, wird man alle Summen, zu denen man 
gelangt, rational durch alle gleichartigen und niederen Summen und 
die trannformirtea Thetafunctionen ausdracken können. 

1? assen wir schliesslich Alles zusammen, so ergiebt sich : 

n— 1 

1) Allgemein kann mau nur die Producte der -g— verschiede- 
nen Teilwerle der Thetafnnctionen durch die Thetafunctionen selbst 
mit dem Argument 0 ausdrücken. 

2) Bationale Beziehnngen zwischen gleichartigen Summen, nur in 
Thetafnnctionen mit dem Argument 0 ausgedrückt, kann man lediglich 

für die Summen, welche man ans den Coefficienten ar, und rn-i er- 

s' 

hftlt, aufstellen. 

3) Alle höheren Summen kann man durch alle niederen Summen 
und die Tbetafanctionen für das Argument 0 rational darstellen, 
hierbei können auch Summen gleich hohen Grades auftreten, jedoch 
nicht ausschliesslich. 



S3. 



Für den spcciellen Fall « = ."> < rlialten wir die wichtiifsten 
Fonnelii nninitltlbur durch Specialisirinii^ der allfj' inciiuMi, uii'l zwar 
kommt hier nur die erste Reihe (l<'r all;^'cincineii üuttTsuclmn^'en in 
Betracht, die sich auf die Coefticienten und xm^i = bezicheo. 

Spedalisirt man so die Formeln | 2. a}«), so folgen die Be* 
Ziehungen flir die imaginire Periode 

§ 2. (11)1^4. 



Arth. 4. Mftlk. ■. n|«L 2L B«tb«. T«4I L 14 
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§ 2. (11)1-4. 



€ 



woliei 

Oa = ^«(0, 3t+8C) und l^«(0, r) 

ist. Fflr C — 0 Bind diese Gleicfamigen mit den ersten rier 
Gleicfanngen Oöringf % (11) identisch. 

In gleiclier Weise folgen ans | 2. a)^) filr n « 3. 

*.(fe.)-y3(^)* 

(11)5-8 

Zu diesen Gleichungen gelangt mau für diesen speciellen Fall 
n = 3 auch , wenn man statt der Jacobi'scbeu Gleichungen Tabelle 
(A), welche ja bei den allgemeinen Betrachtungen hinzugezogen sind, 
die der Tabelle (C) zu Hülfe nimmt. Setzt man dort iu den Glei- 

chnngen 6, 4 und 2 a; ^ y — ^ resp. — ^ nnd eüminiit dann 

nach den Gleichungen für die Quotienten der Produi tr drv Toil- 
werte, welche sich in dem Fall » >= 3 auf Quotieuteu zweier ein. 

so ergeben sich zunächst dte auch nicht ganz, unsymmetrischen For> 
mein: 

V— 1« »^(r, 3t) = Oq _ 
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ODd ähnliche Formeln fflr die reelle Periode. Jküt Hülfe der Glei- 
ebonges Abschnitt L | 3. (G) redociren sie sich unmittelbar auf die 
obigeD. • 

Mit dem Gleichuugssystem (11) sind nun aber auch sofort die 
Systeme (8) und (10) gefunden, sie entstehen ja ohne weiteres durch 

Multiplication derGleichuugfür ^^{x, 3t) resp. ^,(J, r) mit den Übrigen 
Gldchaogen derselben Periode^ ferner folgt anch anmittelbar (9), denn 

T 

netzt man in dem Ausdruck für x) für r so erhält man 

G- 0 - cr-y 

woniu MÜBTt klar itt, dMS die Bedehnng stattfindet 

Auch das GJeichungssystem (5) kann mau als eine Folgerung 
des Systems (11) ansehen; denn bildet man ^o-^o(^»3r)+^».^s(*9 3«) 
sa ergiebt sich nach Göring § 3. (1)^ die Beziehung 

(5)1 ^o-V*» 3T) + ^^a-^3(^> 3^) = 3t) 
und ebenso ergiebt sich nach § 3. (l)^ 

Multiplicirt man ferner Göring S 2. mit 3t) und setzt 
die Werte nach § 2 (8) ein, so kommt 

und eine analoge Fmiel erhalt man, wenn man $ 2. (5)« mit ^iHi) 
mnltiplidrt nnd nach (10) einsetzt: 

Hicriuil sind abtr äämmtUche für uns iu Betracht kommende 
Göring sehen Beziehungen für n => 3 gefunden. 

Für den speci eilen Fall » = 5 kuuimeu von den allgemeinen 
Untcrsachnngon die in Betracht, welche sich auf die Coeflicientüu 
zmj'^ = äCg^ iH ünd x^~x = xji beziehen, nnd es folgen die ersten der 

8 8 
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Göriuc''scl!on Formcla wieder einfach durch Specialiäiraug der all« 
gemeiueu uud zwar 

^ der, welche wir durch xn^i => mit Hälfe des Jacohi*8chca 

2 

Gleichangssjstemes (A) erhielten. Für den speciellen Fall 9 — 5 
hätten wir aach statt dessen die Jacobi*8che Tabelle (B) hinznziehen 
können, es ergeben sich anch dann ganx einfache Beziehangen ähn- 
lich denen, welche wir bei tt « 3 angegeben haben; jedoch da man 
dieselben anch ans den dnrch Specialisimng der allgemeinen re* 
snltirenden erhalten kann, wenn man sie dorch das Oleichnngssystcm 
Abschnitt I § 4. (M) nmformt, nnd da die letzteren noch etwas ein- 
facher sind, will ich mich hier begnügen diese anzugeben. Sio lauten 
folgendennassen: 

fBr die imaginftre Periode: 

oder 



üöiing i 4 (12) nnd (8), nach (13) 

CKiring § 4. (9) 
*- . . . nach Abschnitt I. S 4 

(18), nnd (3), 



(lö), oad (3), 



-\r\ 



(1^;, und (3), 
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P) Uta die reelle Periode. 

4^>»(i)'^(5) - y o ^^^^^^ (4C;,0-Ö3)1 



i/o, (4tVA)r 



(19)8 «nd {b% 



*0*3 



(i9)i uuil {b^h 



Ferner folgen noch unmittelbar dnrch Vergleichnng der reellen 
und jmaginflren Periode ftr » 0 nnter einander 

*i(i)*i(l> y 5 5f)*,(2f , ÖT) (6) 



Hier brdentet tiberall '^a(0, r) und Oa ^«(0, 5r), ebenso oben 
in ß), wähi'tud in o) Oa allgemein gleich *>a(0, 5r-|-^) ist. 

Femer folgen aus der Form der obigen Gloichnngen, welche 
Göriog nnter (3) und (5) angiebt, die zwischen (5*) und (5^) ango- 
gebenen Formeln: 
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Hiermit Bind sftmmfliche uns intereanreiidai Fomnlo, die Gdring 
iD I 4. angiebt» anf anserm Wege gefunden. 

b) Wir gehen deshalb jet^t dazu über die Formelo 7m betrachten, 
welche sich durch den Cocfficiruteu x., ergeben. Diese könnten wir 
nuo auch unmittolbar durch Spccialisim&g aus deu allgemeiucD ab- 
leiten, und es w&rden sich jedenfalls die Aasdrflcke fOr l^ ^'^ jj 

sehr got dazu eignen, um analog dem im Folgenden eingeschlagenen 
Verfahren die einzelnen Teilwerte za berechnen; ich habe dies je- 
doch schon ausgeführt, bevor ich die allgemeinen Untersuchungen 
anstellte, und dabei hauptsächlich die Gleichungen Abschnitt L % ^ 
<2) und (3) benntstt, also Gleichungen« welche für den allgemeineti 
Fall nickt anwendbar sind. Di» Besnltate mttsien ja scUiesslieh 
dieselben sdn, wenigstens mnss man sie mit Holfe der ftlr o 5 
zwischen den transformirten Thetafiinctionen anfgestellten Besiebnngea 
anf einander redndren können. Hein Yerfohren war nun folgendes : 

a) fttr die reelle Periode. 

Zunächst combinirte ich jene Gleichungen (2) und (3) und ele- 
niiuirte daraus den Coefficienten — man könnte allerdings auch 
eine dieser Gleichungen zu Grunde legen, jedoch bietet die Combi- 
natiou den Yonsog, dass die Resultate dann von vorn herein sym- 
metrischer werden — ; hierdurch ergiebt sich zwischen und 
die fielation 

oder nach Abschnitt I. S 4. (B9 

Setzt man hierin fllr und die Wurzelwerte ein, so folgt 
V(l)V(«)+V(yV(l) 

oder wenn man filr V(i)^o^(l) nach a) seinen Wert einsetzt, 

Würde man diesen Ausdruck quadriren und 4^ü*(i)^ü*(S)-*i*(J)^i*(|) 
auf beiden Seiten subtrahiruu, so würde man auch für die Differenz 
V(i)V(l)— ^i*(i)V(|) ^"»^ ^'^^^ traasforuiirtüii Thctafuuctio- 
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aen eriudten und somit auch 6111611 AQBdnick für die eiaseliieii GUe- 
der. Diese DUferenz erhält man aber noch leichter dnrch die Glei* 
efanng 8. der Jaoobi'schen Tabelle (C), wenn man » » i, y — { setzt 
üsn belcemmt so nnmittelbar 

Aas diesen beiden Gleichnogeu ergiebt sieb oomittelbar adUendo 
■ad snbstrabeudo 

>».»(J)V(I) - s 

oder wenn man die Klammer mit HtÜfe der Gleiehnugssysteme Göriag 
§ 4 (18) nnd (19) umformt 

In gleicher Weise erhält man ans den Gleichuogssjstemen II. 
nnd m. _ _ 

v(i)*.ni)+».'(i)V(!) =- \V"i-V^^ 

oder 

and 

2».'(l)».'(|)-\ 



Digitized by Google 



216 MmH^r; Zur Iran^formation d«r Thttajunctinnen. 

" *V%oJo^ iViO„»-»„')+».-(V-o.^')±V5a30,(V-o,')j 

Um nun die Werte der einzelnen Teilwerte zu erhalten, ziehen 
wir die schon im aUgemeinen Fall benutzte (Ueicbang hinan: 

2»o(*, T)^(ar, t)^3(ar, t) « r), 

Giebt man x den Wert \, nod quadrirt, so folgt eino Gleichung, die 
man auch so schreiben kann 

eine ganz aualuge Foniu-l . die hieraus entsteht, wenn mau nur die 
Argumente \ und \ verrauseht, ergiebt sich, we nn man x deu Wert 
\ gicbt. Setzt mau in diesen Gleichungen iiuks diü oben gefnndenen 
Werte ein, so folgt unmittelbar 

oder 

X W(Öo«--<^o*)+*iW-0,«)TV5*aO,( V--Os')l 

Hieraus ergeben sich iinn unnjittelbar nach ilc?» triih«MN'ii Glei- 
chungen auch die Werte für die übrigen Teilwerte aud zwar ist 



X 
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oder 

5.8 (40o02Ü3)i bgi 



oder 

" 5.8 (40eO,0,)J o,4 

j5) In gleicherweise ergeben sich fttr die imaginäre Pe- 
riode folgende iielationou: 

leh wm die«lben hier nnr in der letzten Form angeben nnd 
iwar foigende Bezeichnungen einittluren 

Oo*(50o«-V)+^8'(50«*-*s«)±^tö,(V-60,«) resp. - B' od, 
WV-V)+^8'^^8'"'^^«')i^8^»^^^a*"~^**^ ''^^P* - C od. e" 
wobei für -4', 3* nnd C das obere Zeichen gttt nnd für Ä\ 0' 
nnd C das nntere. 

Wir erhalten so folgende einfache aieichnngen: 

.i/ü.;o.;o, 



14* 
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-^2^«'' V(r, ör)4^,*(2T, 5r) = 'J' C 

OS 8 



ferner 



2V".'<..'0(,, 5,) = 8 -(i^^^l^r 4 wrc^ 

Ganz analoge Ausdrücke eilialt mau lui ^a(2T, 5t), dicselbon 
unterscheiden sich von diesen nur dadurch, dass, wo hier X' steht 
dort X" stelicn uiubs und umgekehrt. 

Von allen (iiesen Beziehungen, welche wir streng nach unserer 
Methode erhalten haben, findet sich bei Göring keine einzige, und es 
ist auch das scbliessliche Resultat für die einzelnen Teilwertc bei ibin 
ein anderes als das unsrige. Jedeulalls aber wird mau unsere Aus- 
drücke aui' eine der vier von Göring angegebt-nen verschiedenen 
Formen rcduciren können. Jedoch würde es sehr uuiständUch sein 
auf diese Weise aus unsren Gleichungen die Göring'scheu abzulei- 
ten; ich versuchte daher, ob icli nicht dadurch, dass ich in deu 
Gleichungssystemen dem Argument ar bestimmte Werte beilegte, 
direct die Bemühungen herleiten könnte, die Göring in § 5 angiebt, 
jedoch waren alle diese Bemühungen ohne Erfolg; ich fand dabei 
aber, da9S man mit Hülfe 1 r in a) aufgestellten Relationen sehr 
einfach ans den Formeln der Jacobi'schen Tabelle (C) diese Be- 
ziehungen erhält, wie folgt: 
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Setzt man in der liinfzehnten Gleichung der Jacobi'schen Tabelle 
(C) » » s) y 3» 90 nimmt sie die Gestalt an 

Setzen wir rechts für die Prodncte ^a(l) .^a(D die Werte dn, 

so crgiebt sich 

oder »ach Abschnitt 1. ^ (U) 

(6)j -(V60o-^o)(y503+^s) 

Setzt man ^l^w folgt ganz analog 

In gleicherweise ergeben sich ans (C),« (5)8 und (6)4 und ans 

<C)i3 (5)ä und (5)ö. 

T 2* 

Setzt man fOr « nnd jr resp. ^ nnd , so erhftlt man ganz 
analog die Relationen für die imaginäre Periode § 6. (3). 

Nachdem es so geluiigeu ist auf oiiicm von Görinj? abwoicbtu- 
den Wege , ohne Hülfe der Schröter'scht u Arbeiten, die Gleichungen 
herzustellen, von denen Görinj? ausloht, um die einzelnen Teihvert^? 
aIl«M!i 'lurch die transformirtiMi Tlictafnnctionen auszudrürken. können 
wir im übrigen «einen sehr liübsch<>n Kntwickh!nf,'en l'olj/f-n und bf?- 
kommeu so ganz elementar fünf verscliiedene Darst<'llung('n für die 
Teilwerte. Zu diesrn kommt nun noch als sechste die, welche wir 
streng nach nnsrer Methode erhalten haben. 

Nachdem ich nun nachgewiesen habe, dass auch für die speci- 
ellen Fälle n '.\ und n = 5 uusre Methode nach jeder RichtunK 
hin brauchbar i^l, will ich für jetzt die Arbeit hier absscbliesseu. 
Offenbar wird sie auch für höhere Fälle u 7 t tc. ausreichend sein, 
da ja immer eine grosse Menge Bestiuinmugsgleichungeu zur Ver- 
fügung stehen. 
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Miseellen. 



1. 

Zw PoUrltitoiheorle des Dniseltes. 

J sei das lokreiscentram des Axeudroiccks ABC. AJ treffe BC 
in y„. Q = <iaqhqc sci ein beliebiger Punkt in der Dreieckebene. 
AQ treffe BC in g«,. schneide AJ^ in «. 91' liege zn Ja be- 

zllglicii hamonisch. 

Wir ÜJideü: 

= ga 0 4« 

= g« ^ 0 

(2tQe s Scflü tfsS» 

-4J= 0 1—1 

Vertdaden wir die Ponkte C mit A nnd fl ; so trifft die Yer- 
blndnagegernde dcar Schnittpunkte 

{BA, C«), (M, CA) 

die ^J« in H'. Es Itt: 

Äd= 0 0 1 

C4= 0 1 0 
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Somit erimlten wir: 

Die Verbindaiigsgenulo dieser Fookte bat «Uo Form: 

— qb qe qa qb + qe qa qa qjb + qc qa 
Sie tnSA die in 

Ä' = 2qa qb + 2gc 9« 9» ^ 'ift ö< 

Die %' liegen in einer Geraden, wenn 

9s9 qagjb 2^ga-h2g»9e 



-0 



Man findet: 



2<7ft 5c + 2<jrc (7a + 2<jfo qb qb qe qb qc 

2a6 qc + 2ge 2a+ 2gafl6 2gj +2<Za 3* flc 9« 
2g&gc-|-25fc<Zo + 22og» (/a<Zö 22c7a+2262c 



II 



9» 

— 2gige<£3f*<yc j 1 2qc+2qa qa 

I 1 g« 28«+ 2g* 

1 g« 56 

= 2g»8e^3ft9« j 0 qe+2qa qa — qb 

; 0 qa — qc ^qa-^-qb 

Pie Cvrre 

mlUlt in die Genden 

«■ — 0, J»=s0, «fe — 0» 
die Axen des CoordiBateosystems, 

Ä = 0, 

die Hamomkale fi^n «/ luui in den ii^eiscluiitt 
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dio konische Polare voo J, 

Deu Ort der Pankto Q, für welche die %' iu einer Genuleu 
liogoD, bilden also ausser den Dreieckseiten die gerade and konische 
Polare des Inlareiscentmms. 

Durch Projectioa erhalten wir folgcndtiu ailgememeii Satz: 

P, Q seien zwei Punkte in der Ebene des Dreiecks ABC, AP^ 
AQ treffen BC in P«, Qa. (hQx schneide APa in «. Hege zu 
Pa bezüglich A^ harmonisch. Die 91' liegen in einer Geraden, wenn 
<2 auf der geraden oder konischen Polare dos Punktes r bezüglich 
des Dreiseites ABC liegt 

Wien, März 1884. 

Emil üain. 



2. 

Bemerkung zu einer DreleeksauHgabe. 

Di l* \on Herrn Jackwitz im 67. Baude des Archivs, S. 4^36, be- 
handelten Autgabe: 

vDnrch einen gegebcucu Punkt P eine GciaOe zu ziehen, 
wcl' ho die Schenkel eines gegebenen gleichschenkeliffen 
Dreiecks so schneidet, dass der obere Abschnitt auf dem 
einen izleith dem unteren Abschnitt auf dem anderen 
Schenkel ist% 

lässt sich noch durch folgende Betrachtung eine interessante Seite 
abgewinnen. 

Sieht man zunächst von der Bedingung ab, dass die gesuchte 
Gerade durch den festen Punkt P gelien soll, und fasst man alle 
diejenigen Geraden ins Auge, die der anderen Bedingung genfigen, 
so umhflllen dieselben bekanntlich eine Parabel; die Aufgabe ist 
also darauf zurUckgefUhrt, an diese Parabel von einem gegebenen 
Punkte die Tangenten zu ziehen. 

Es ist nun iu der l at uiüglich, diese Aufgabe mit Lineal und 
Zirkel zu lösen, ohne die Parabel selbst zu zeichnen. 

Ist (wie a. a. 0.) BC die Grundlinie, A die Spitze des gegebe- 
nen Dreiecks, und sind wieder D uuii L die AliUeu der gleichen 



Digitized by Goo 



1 



223 



Sehenkol, so gebort DE zu den cinbüllondeii Geraden and ist die 
Scheitel taugente der Parabel; die Parabelaxe ist die Höbe AH^ ihr 
Scheitel die Mitte 8 derselben. Auch AB und AC genügen der ge- 
gebenen Bedingung, sind also Tangenten , nnd Hß nnd ffC sind die 
Ordinaten ilirer Berfibrnngspnnkte, weil 8ff^8A\ mithin sind B 
und C selbst Parabelpnnkte. Schneidet das in C auf C4 errichtete 
Lot die verlftngerte AH in Q, so ist HQ als Subnormale gleich dem 
Halbparameter, der Brennpunkt ist also der Schnittpunkt der 
Höhe mit der Mittelsenkrechten JDCTon AC^ d. h. er ist der Mit- 
telpunkt des Umkreises Ton ABC, 

Beachtet man nnn, dass jede Tangente der Parabel das vom 
Brennpunkte auf sie geftllte Lot auf der Scheiteltangente DK trifift, 
80 zeigt sich, dass ein zweiter Punkt X der gesuchten Tangente 
(leijenigc ist, in dem der über l'O als Durcliuiesscr beschricbeuo 
Kreis die Gerade DL sclineidet. 

Somit ergiebt sich folgende Coustruction: 

Mau verbinde die Mitton /) und K der ^Iciclicu Seiten des ge- 
gebeueu L>ieiecks, bestimme den Mittelpuukt O des Umkreises und 
zeichne den Kreis, der i'O zum Durchmesser hat. Scliueidut /)/; 
diesen Kreis iu den Punktuu uud Z^, so lösen die Geraden i'Z^ 
und rz^ die gestellte Aufgabe. 



Was die Determination betrifft, so ist die notwendige Be- 
dingung, dass P ausserhalb der Parabel liege. Die Scheitelgleichung 

derselben bt, wio leicht ersichtlich, » . , wo a die halbe Grund- 

Knie, h die Höhe des Dreiecks bedeutet Die Coordinaten von P 

m&ssen also der Bedingung genügen. 

Lftsst mau als Lösungen der Aufgabe auch die Tangenten gelten, 
die erst die Yerlängemogen der Dreiocksschenkel in der geforderten 
Weise schneiden, so gibt es bei Erftdlung der angegebenen Un* 
gleichheit, die durch eine ein&che Coustruction zu untersuchen ist, 
stets zwei Oerade, die im Grenzfall (wo P auf der Parabel liegt, 
I.B. \ü S) zu einer einzigen zusammenrücken. Man flbersieht ferner 
leicht, dass man zwei Lösuugtu im engeren Sinne erhält, wenn P 
innerhalb des Winkels IiA(\ zwei Lösungen im weiteren Sinne, 
P in dem Schcitehvinkvi desselben liegt, wilhreud jeder Punkt P 
innerhalb eines der Nebenwinkel zwei Lösungen vcrschicdenor Art 
liefert. 
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Die oben gefundene Gonstniction Iftsst Bich flbrigens sneh ohne 
Eegelschnittsbetrachtnngen begranden; die betreffenden (jedanken 
unterscheiden sich nur wenig von denen, die zu der von Herrn Jack- 
witz gegebenen LOsnng fahren. 

Beriin, AprU 1884. 

Heinrich Simon. 
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XII. 



Ueber ProjeotivilÄt und partielle 

Diäereutialgleichungeu lu der üeoinetrie. 



Das FoodftineDt der Geometrie in ihrem rationcllea Aufbau bilden 
seit Steiner („Systeoiatiscbc Entwidcelaog der Abbftugigkeit geome- 
trischer Gestalten'*) die Begriffe der Projoctivität der Punktreihen 
und der Strahlbttacbel. Will man diese Begriffe mit Steiuer geomo* 
Irisch definiren, so geschieht das bekanntlich mit Hilfe der auf reiner 
Anschauung beruhenden Vorstellungen der Perspectivitftt und Con- 
gruenz. (Man verschiebt ein Gebilde, zum Beispiel dne Pnnktreihe, 
ohne Veränderung der Form ihres Trägers und der gegenseitigen 
Lajre ihrer Elemente; eine derartii,M' Vc rscliii biinf!: involvirt den Be- 
giiff der Coimru' iiz). Die analytische Geometrie ermöglicht ciuc in 
gewiss* r Umsicht directere Deliuitiou der Projectivität. 

Seien z uod | die Abstinde zweier entsprechender Punkte U 
der beiden Punktreihen von zwei bestimmten, flbrigens beliebigen 
Punkten 0, 0' derselben, welche keineswegs entsprechende Punkte 
2u sein brauchen, so sind die Pnnktreihen dann proJectiTisch , wenn 
zwischen den Abständen I eine lineare Relation 



DrAckt man durch Aufldsung dioser Gleichung nach m letzteres 
durch { aus, so erhält man fOr « eine Function ton deraelben Form; 



Von 



Th. Sanio. 



besteht 
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aacb durch Versrbiobaug der CoordinatcuanfaDgspuokte 0, o' auf 
ihren Trägern wird die allgemeine Form dieser jEtolation nicht ver- 
ftndert 

Ich will nun sofort zur analytisch-KPometrischen D iinitiun drr 
ProjectiviUi geradliniger Strahl büscliol übergehen, dci die Pry- 
jectivitiit der Strablbüschel die Basis der folgenden Betracbtuugeu 
hildou wird. 

Seien 0, 0' die Mittelpunkte der beiden StrablbQsehel , a und a 
zwei beliebige Anfangsricbtaogen, von welchen ans man die Winkel 
sählt, und welche keineswegs entsprechende Strahlen an sein bnw- 
chen, IV aber zwei entsprechende Strahlen. Bezeichnet man 
nnn die trigonometrischen Tangenton der Winkel (^i/>), {a*m) 
respcctive durch t ond t, so sind die Strablbüschel dann perspecti- 
Visoh, wenn zwiscbcn t und t eine lineare Relation 

besteht. 



Anmorkunt;. Hier lioBSi* sich die Theorie iler Düp}ulverhältiiisse unJ 
ihrer hrsfjndern Fälle, hIso namentlich der hnrinonibeheii Tl-üudj:, atisch1ir«scn. 
Will ?uan uilmlieh die Gleichung der l'rojectivität durch Paare i ntsprj hi n ior 
Strahlen ausdröcken» «o ist aus der Anxahl [der CoeffK-ioiiien klur, duss «irei 
Paare onisprechender Strahlen gegeben sein müssen, um ilie Cocffloienteii der 
Gleichung zu beütimuieti. Ncn ui ihüii tiiu ii igonometrischeTi Taiijrenteii derWinkel 
welche diese Strahlen mit Kwci beliebigen Anfangsrichtungon bilden, ruspectire 
n 's* 's und r,, r^, r,, und das vierte Pa«r wieder /, r, so findet man die 
Gleichung der ProjeetiTitit aoforl hk der Form; 

tX, i, T, 1 ! 

Dareh Umfornang vermittelst der bekannten DelerminaotenBitie redndrC eieli 
diese Gleiebnng aaf die übemaehend einlkche Form: 

/ — 'i . ' — h ^ — ^1 . ^ — 

Die Fanetion «nf jeder Seite des Oleiehhellsselehens ist du s4%»ennte Oop- 
pelTerbiltnias oder «Bharmonische Fanetion. 

Vier Paare entsprechender Strahlen sweier perspcctiviscber Strahlbflacbel 
haben also gleidiee DoppelyerhlllniiSi 
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Diese Relation besitzt analog der fttr Panktreiben geltenden die 
merkwllrdige Eigenscbaft, dass bei Yerändernng der Aufangsricb- 
tnngen a', von wolcbon ans man die Winkel reebnet, die lineare 
Form besteben bleibt; es ist dioseB, wie man leidit siebt, eine Folge 
der so aberans eiofacben [rationalen und in fieziebuog auf jeden der 
beiden Bestandteile linearen] Form des Additionstbeorems der Func- 
tion tangeiis, wodnrcb sieb diese vor den Functionen sinns und co- 
sinns aoszeichnet; der innere Gmnd dafür, dass die projoctiviscbe 
Bexiehmig der Strablbfischel gerade durch die Function tangeus dar- 
gestellt wird. Uobrigens kann man sich bei dieser Darstell un-; an 
Stelle der Tangeute amh eiuer allgemeineni Fuuctiüu bodieucu, 
welche im Wesontlicheu donselbeu Ciiaraktt^r bat. 



Bt-r.H'ht luan «lic Winkel joilcs StruhlbQsclicls auf eine nnjl^rc AiiCnngs- 
richtuu^j:, SU ändern üiclt die Werte der / und r, u id mun but, wenn man die 
neuen von deu «Iten üureb dneii Strich unterscheidet: 

l- . t^'—k 

u. s. w. Die Substitution dicftcr Werte in die anharmonigehe Function crgiebt 

Der Wert des DoppelTerbittntisee ist dennAcb unubbin^ig von der Anfengi- 
riebtong, auf welche iii«q die Winkel bexieht. Errichtet man nan in irgenil 
einen Fankte der AnfAngeriebtung Huf ihr eine Senkrechte, welche von den 
Strahlen p,. p^, p, in den Punkten P, P|, P^, geechnitlen wird, to 
iet klar, d«es dee i^oppelverhittnies 

h — h h — H A-^ I ^ 1^ s 

wird. Hm hat dnher Veranlneenng, den rechter Hand stehenden Ausdruck 
als das DoppelTerliiltnisa der Tier Punkte der Transvenale an definiren. Du 
nadi deni Vorigen der Wert dieaes Doppelverhälttiisses von der Anfangsrich- 
tnng a ~ der NorniRle der Transversale — unabhängig iatt ist Uar , dass 
für alle mötjlichcn durch dag Strahlbüsdiel {p. p^, p^. pj) Belegten Trans- 
Teraalen das DoppelverhSltnis« denselben Wert behülr. Damit it>t die Grund- 
lage für die Lehre von der Kcciproeitftt der Funktreihcn und Strahlbüschcl 
gegeben. — D« bei der nl Ige meinen Untersuehung des Corrclationsbegrifles 
die hiirinonisehen Verhältnisse wie die snj;cminntcn ^metrischen Relationen** 
überhaupt. t>o viel ieh sehe, nicht von selbst und unfjosueht „in das Gesiebts- 
feld des Beobachters treten", so geschieht ihrer in dem Folgenden keine £r- 
irihaang. 
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Sei BAZ ein beliebiger Winkel nnd man schneide die Schenkel 
desselben dnreh eine Gerade BZ^ welche mit der Ricbtnng AB einea 

BZ 

bestimmten Winkel % bildet; aUdaan ist das Verbältniss ^ eine 

Fanction des Winkels s, welche ausserdem nnr noch von dem oon- 
stanten Winkel % abhängt. Man kftonte sie etwa als „schiefe Tan- 
gente des Winkels «*' bezeichnen, da sie von der trigonometris» Ina 
Tangente sich dadurch unterscheidet, dass der von beiden Vcihult- 
uissliDien eingeschlüsseue Winkel anstatt eines rechten ein schiefer ist 

Bezeichnen wir diese Function f&r den Angenbick durch 9(9), 
so findet sich leicht 

' sin« — cosK.tgs 

oder umgekehrt: 

Vermitelst der letztem Formel kann das Additionstheorem der 
trig. Tangente in das AddiÜonstheorem der Function <p transformirt 
werden. Man erhält: 



Diese Formel hat, da k constant ist« im WesenUichcn denselben 
Charakter als diejenige for tg(z-f-t')- 

Man kann nun in der Dctinitionsgleichaog der projectiyischen 
Beziehung zweier Strahlbüscliel an Stelle der trigonometrischen Tan- 
genten die Function <p oinfUhren, wobei die beiden den Taugenten der 
Winkel (op) und {a'f) entsprechenden Functionen auf zwei ver* 
schiedeno Parameterwinkel «, «, bezogen werden darfen. 

Nach diesen Bcmcrkungcii über die Definition des Begriffs der 
ProjectiviUit soll nun ciiir ganz, beliebige Correlatioii zweier Punkte 
P, il der Ebene ins Auge grfaj'st werden. {Ich beschränke mich 
hier auf die Betrachtttug der Correiationeu glciciiartigor Elemente in 
der Ebene). 

Die Coordinaten der Puukte 1\ U seien, auf dasselbe rechtwink- 
lige Coordinatensystem bezogen, respective x, y und |, % 

Eine solche Correlation wird analytisch durch zwei Gleichungen 
definirt; man denke sich aus diesen \ und 17 als Functionen von t 
und y dargestellt, es sei 

I -/(^, y) 
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Einer «aendlicli kleben Yerschiebong d$ = Vd^ -f- ^ Punktes 

P wird im Allgomoinen eine Verschiebung da = "^tll^ -^- drj* dos 
Ponktcs n von demsolben Grade der Kleiulieit entsprechen. Ver- 
möge des Zasammenbanges der Grossen i} und y wird 

Die trigonometrischen Tangenten der Neigungswinkel der Ele- 
mente ih^ da gegen die Abscissenaxe mögen respective durch i, t 
bezeichnet werden, so dass also 



gesetzt irird. 



Auf diese Weise erhält man durch Division der für dj, ärj ge- 
gebenen DifferentialaosdrUcko die lineare Belation 

ftc ' Bit ' ♦ 

swischen < and t. 



Denkt mau sich t und dem cnsprcheud t veränderlich, so ent- 
spricht dem in der Auschauiinf? die Drehung des Elements ds um 
den Punkt r und des ('ntsi)rechen(leu Elonieuts do um den Punkt iT. 
Dabei beschreiben die Elemente da zwei projoctivische 
StrahlbUs chel. 

So fahrt 4cr Begriff der geometrifleben VerwMidtBeliaft (Gor> 
relation) in seiner ganzen AUgemeiDheit genommen — denn aneb für 

den Raum ergicbt sich ein entsprechendes Resultat — sofort auf die 
Projectivität der Straliibuschel, und man würde Veranlassung haben, 
das durch den Schnitt entsprechender Stralüeu der beiden projectivi- 
schen Büschel entstehende üebilde zu untersuchen, wenn solches nicht 
bereits vuu den Schopfdu der ueuern Geometrie, am Umfassendsten 
durch den grossen Geometer Steiner, geschehen wäre. 

Diese Untersuc)iung wurde sich sehr simpel , dabei ohne grosso 
Rechnung, durch Benutzung des gewuiinlicheu Cartesius'schen reclit- 
winkligcü Coordinatensystems führen lassen, wenn man voraussetzt, 
dass die einfachsten Eigenschaften der Kegelschnitte als Corven 
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zweiter Ordnnng zavor darcb dieselben Hilfsmittel festgestellt worden 
sind. 

Da die Sätze, um welche es sieb handelt, and welche dem Fol- 
genden zur Grundlage dienen, sehr bekannt sind, so wird es genfl- 
gen, sie hier einfach anzngeben: 

1. Die Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen zweier pro- 
jectivisi her Stralill u^chel liegen auf einem Kegelschnitt, welcher auch 
durch die Mittelpunkte der Strablbüscbel hindurchgeht. 

2. Wenn die beiden Strahlbüschel einen Strahl pemeiuschaftüch 
haben, welcher in diesem Falle die Verbindungslinie ihrer Mittel- 
punkte ist, so wird die Schnittcurve eine gerade Linie (mau sagt: 
die Strahlbüschel liegen perspectivisch) uder, wie man die Sache 
auch autiassen darf, ein Linienpaar, iudem die Verbindungslinie der 
Mittolpookte als die zweite Gerade des Paares anzusehen isL 

Ein dritter Satz, welcher ebenfalls eine allgemeine Eigenschaft 
der projectiTischen StrahlbOschel ansspricht nnd ebenso, wie die bei- 
den Yorigen, za den Fundamentals&tzen der Steiner^schen Geometrie 
gehört, folgt ans Formeln, welche das Ergebniss einer Transformation 

der Gleichung der perjectiviscben Beziehung sind ; diese Formeln sind 
für die allgemeine Theorie der Correiatiouon von Wichtigkeit und 
müssen daher outwickolt werden. 

Znr Abkflrznng mag 

gesetzt werden. 

Die Fnndamentalformel I. lautet anf diese Weise: 

Die Winkel, deren trii^oTtometrische Tangenton t und t sind, be- 
ziehen sich beide anl euie und dieselbe Anfangsrichtung, die Rich- 
tung der Absrissenaxe d(^s ( oorduiateusystems. Da nach dem Frühero 
durch die Einführung beliebiger anderer AnfaDQ:sriehtuugen an Stelle 
dieser die lineare Form der Gleichung sich nicht ändert, so liegt es 
sehr nahe, durch Einführung passender neuer Anfangsrichtungen die 
Gleichungen zu vereinfachen, was dem Begriff einer Coordinaten- 
transformation entspricht 
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Seien resp. k and » die TaogeDteii der Winkel, welche die bei- 
deo oeaen Anfaogsricbtangen mit der nrsprflDglichen , der Riehtang 
der AbBdsieaaze bflden, ond t' die Tangenten der neuen Ter- 
ftoderUchen Winkel, so vtrd Termöge des Additionatheorems der Fnnc- 
tioa taagens 

'"^ 1-«t' 1— ihr' 

ond die Suljstitution dieser Ausdrücke liefert die Gleichung der Pro- 
jcctivität in tli r Tionon Foriri, welche ausserdem nach dea Variaboln 
t' oad f' geordnet werden mag. Dieselbe lautet: 

+[ii(a,-ifca,)-(Ä,-W,)]t'+«(ii,+Aa,)-(Ä|+tö,) - 0 

Man wird sich also die Aufgabe stellen, zwei der Coefficienten dieser 
Gleichung durch geeignete VerfAgnng Uber k und » zum Yerschwin- 
den n bringen. 

Es ist zu erwarten, dass dieses für die Coeificieuten von f't' und 
von t' zuL'lcirb. odor für die Coefficienten von t'x' ond t' zugleich 
im Ali^Tiiu-iririL iiit ül möglich soin wird, ebenso wenig für das con- 
ßtante Glied und (Muen der Coefticicnt* n von t' und r'. weil in allen 
diesen Fällen eine der Variaboln t' und r' von der aaderu unab- 
hängig werden and in eine Constaate degeueriren würde. 

Führt man die Rechnung dennoch für einen dieser Fälle durch, 

etwa tur den ersten, setzt also die Coefticienten von t'x' und r' gleich 
Null, so folgt auä den Gleiciiuugeu 

o,— l>a,+»(6, — I*,), 
dnreh Elimination von » die Oleidmng 

(oi^», — a^j) (i = 0. 

Das NuUsetzen des zweiten Factors dieser Gleichung fthrt «n einer 
Ar Jede Stelle des Gebiets vorhandenen Lteung, welche aber ima- 
giair ist Sie lautet: 

— M»i ^ ^ fiÜ?», 

worin I die beiden Werte der V — ^1 bezeichnet; erfüllt man aber die 
Gleicbung dadurch, dass man den ersten Factor derselben gleich Null 
setzt, also festsetzt, dass sich 
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verhalten soll, so setzt man damit eine besondere Eigensditft der 
Gorrclation fest, welche (wie sich nachweisen Ifisst) keiner allgemein 
and einer beliebig gegebenen nnr an bestimmten Stellen des Gebiets 
zukommt, nämlich auf einer Cnrve, welche durch jene Gleichung be- 
stimmt wird. Wir werden nachher auf die Gleichung 



oder 



das 



dx 
dy 



0 



noch durch eine andere Betrachtung geführt werden. 

Da «üp (iroi andern oben genannten Combiuatioucu im Wesent- 
lichen auf ebcii dasselbe Kcsnltat (namlich auf die Gleichung Oj :a,= 
h^\b^) führen, so bloiheu nur noch zwei Combiuationeu zu unter- 
suchen. 



Setzt man den Coefticicnten von i't uud das coustaute Glied 
gleich Null, also 

«1 — A-a, + x(Äj — A:*,) -« 0 

80 orhält man aus diesen Gleichnngen, indem man die eine der bei- 
den Unbekannten eliminirt, quadratische Gleichungen für k and jc, 
welche sich folgendermassen schreiben lassen: 



h 



1- «,«+ V— - V 

Wir erhalten demnach zwei Werte fUr k und ebenso für x. nnd 
aus der Gestalt der Gleichungen . von welchen wir ausgingen , folgt, 
dass 711 jf'dcm Wert von k oiuor uud nur oiucr von x gehört, und 
umgekehrt. 



also 



Setzt man endlich die Coofhcieutcn von i' uud x' gleich Kuli, 
x(o, — &Oj) — — kb^) = 0, 

SO folgen hierans fflr k nnd % genaa dieselben quadratischen Glei- 
chnngea wio yorher*, der Unterschied beider Transformationen kann 
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also nur io der Venchfedeolieit der Zusammenordiuiiig der Werte 
yon k und n Hegen. 

Wir wollen diese beiden quadratischen Gleichaogeu einer ge- 
Dauern DiekoMion anterwerfen. 

Die Grössen k- und x bezoichnon. wie schon gesagt wurden ist, 
Tangenten der Kciji;ungswinkel der noucn Anfaugsrichtuugen gegen 
die Abscisscnaxc des CourdmateDsystems. Mögen diese Winkel selbst 
respcctivc durch 0 nud m bezeichnet, also 

* — tgo, % — tgc» 

gesetzt werden. 

Nach dem Additionstheorem der Tangente ist 
2k ^ ^ 



1 



Die beiden mchrerwfthnten quadratischen Gleiehnngen nehmen also 
die Gestalt an: 

' W^(i)'-(i)'-®)' 

g/as dn.Bi BfA 
tg2i» - (dly, my - (d^ (Bjy 

\Bx) \By) \Bx) \Br,J 

Da die Grösse eines Winkels um 7t vermehrt \verden kann, ohne 
dass dadurch die l uitzente ihren Wert ändert, so ist klar, dass die 
beiden Winkel welche den beiden Werten von k entsprechen, um 

rr 

, vorschieden sein werden. Dasselbe gilt von den Winkeln lo, welche 

den beiden Werten von k entsprechen. 

Die beiden Pa<ire von Aiifangsriehtuneen, welche die Cooruinaten- 
transformation als für die \ crcmfaehuug der Projcctivität zweckmässig 
ergeben hat, bilden also rechte Winkel. 

Bezieht man die Gleichung der Projectivität anf diese An&ngs- 
liehtnngen, so nimmt sie nach dem Vorigen entweder die Gestalt 

oder die Gestalt 

4- Ct' = 0 
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an, je nach der WaU der Anfangsrichtangen unter den xnlftssigea 
Paaren. 

Ks ist ziemlich gleichgültig welche dieser beideu Formen man 
wählt, da sich beide mit gleicher Leichtigkeit auwenden lassen; 
wünscht man aber, dass die gewählten Anfangsrichtungen zngleich 
zwei entsprechende Strahlen sein sollen, also — 0, r' •=> 0 ont- 
Bpreche, was eine sehr natttrliche Festsetzung ist, so wird dieselbe 
nur durch die zweite Form erfüllt, welche in sofern einen Vorzng 
besitzt und daher als die Normalform der Gleichung der Projectivit&t 
zweier Strahlbüschel angesehen werden darf. 

Seieu uuu r , irgend zwei entsprechende Werte der YariabclQ, 
so geht aus der Form der Gleichung 

Bx'+ et' — 0 

sofort hervor, dasa — t', ^t' ebeufaUs entsprechende Werte sein 
müssen. 

Wir haben demnach einen dritten Fnndamentalsatz der Steiner- 
schen Geometrie, welcher lantet: 

Zwei projectivische Strahlbüschel besitzen ein Paar entsprechende 
rechte Winkel; jedem Paar zu dem einem Schenkel des rechten Win- 
kels — und demnach auch zu dem andern — symmetrisch liegender 
Strahlen entspricht in dem andern Büschel ein Paar zu den Schen- 
keln seines rechten Winkels ebenfoUs symmetrisch liegender Strahlen. 

Dieser Satz in seiuer allgemoinou An^seuiiung auf Corrclationen 
mag hier kurz als „Princip der Winkelsyniraetrie" , die Schenkel der 
rechten Winkel als „Symmetrieaxfn" bozpif Imet werde«. Wir scheu in 
dem Vorsfehenden eine besoudcre Eigenschaft des rechten 
Winkels, wodurch derselbe sich vor andern Winkeln auszeichnet. 
Paare entsprechender gleicher Winkel giebt es bei projectivi- 
schen Strablbüscheln unendlich viele, aber nur die Schenkel des 
Paares entsprechender rechter Winkel besitzen die genannte Sym- 
metrieeigenschaft . 

Die Axen der Winkelsymmetrie haben noch eine aniiero Sym- 
metrieeigeuschaft. Wir betrachteten bisher nur die Richtungen 
entsprechender Elemente f/«, tlo-^ jetzt soll auch das Verhaituiss ihrer 
(nuendlich kleinen) Längen ins Auge gefasst werden. 

Die Gleichung 

ist, wenn man <Jo constant sein lässt, die (rlcichung eines um U 
als Mittelpunkt mit d» als lUdius beschhebcuou Kreises. Die cnt- 
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iprecbende Gurre des andeni Gebiets erbftlt man dadurch, dasB man 
in dieter Gleichmig vermittelst der Formeln 

die locremente di^ drj dnrch die Incremente dx^ «iy ersetzt 
So wird: 

rffl» =- {(H^+bi*)tix'^+2(aiai + bMdtdy+{at^ + b^*)dy^. 

Das ist aber die Gleichnng einer Ellipse, deren Hittelpnnkt 
P ist [Man kann leicht nachweisen, dass die rechte Seite der Glei- 
chnng eine positive Form ist]. 

Transfonnirt man dieselbe anf die Hanptaxen, indem man 

ilx => ucoäo — vsiuo 
dff — » uBino-^vcOBo 

setzt und o so bestimmt, dass in der neuen Gleichung der Coefifident 
von «r verschwindet, so erhält man: 

also dieselbe Fornul, welche vorhin für die Winkel-bymmetricaxcn 
des Punktes P gi^iundeu wurde. 

Da für das andere Gebiet das Entsprechende gilt, so hat man 
den raerkwftrdigen der DiiTerentialgeometrie angehOrigen &tz: 

Wenn man das Element tla um U als Mittelpunkt einen Kreis 
beschreiben Iftsst, so beschreibt das Element d> nm P als Mittelpunkt 
im Allgemdnen eine Ellipse, deren Hanptaxen mit den Symmetrie- 
sien der projectivischen Beziehung zusammenfidlen; das Gleiche gilt 
in dsm andern Gebiet 

Eine besonders inerkwOrdige Gruppe der Correlationen ^ird dnrch 
diejiu:g-ii ^'obildet, welchen die Eigenschaft der Confonnitat 
oder der Aehulichkeit in den kleinsten Teilen zukommt 

Die Bedingungsgleichnngen der Gonformität ergeben sich unge- 
zwungen aus den zur Bestimmung der Symmetrieazen dienenden For- 
meln, wenn mau den Fall in Betrachtung zieht, in welchem dieselben 

ttubesümmt werdcu. 

Setzt man den Z&hler und Nenner der Formel 
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gleich Null, 80 folgt aas diesen Gleichnngen« wenn mas ne ia der 
Form 

aaficlireibt, alBdann ins Quadrat erhebt and addirt, dan 

•ein iniiSB, also, wenn man nur reelle Werte der Variabel eu zuläsßt 

Die Combination dieser Gleicbaug mit der frohem 
eigiebt: 

Hieraus folgt mit licrucksicbtiguu^ der Bcdiugung 

dasB 

«i — «» — — «*i 

sein muss, wenn i die positiTO oder negative Einheit bezeichnet, 
welches die bekannten Bedingungen der Conformität sind. Man bicht, 
Uash, vvL'Uu sie erfüllt sind^ aucL die andere Formel; 

den aobestimmtcn Wert )| erhält, wie es sein muss. 

Je nachdem man f = 1 oder f =» — 1 nimmt . «Thalt man 
Zwei Artrii dvr Conformität. deren charaktcristiscltor l iiterschind 
durch die Benutzung zweier Formeln gefunden werden kann, welche 
au8 denen für tg2o and tg 2» folgen und hier nur angegeben werden 
mOgen. Man findet: 

tg(2«+2o)«^^^^^::^^j^^ 

Setzt man hierin 

^ *f ♦ <4 " — *ll 

80 folgt 

tg(2ai<— 2i>) — Const, 
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wonQB ma& leicbt schtiesBt, daas die congraenten StrahlbQtehel in 
gleicbem Drebungitiiuio darchlaafen worden; setst man aber 

«1 — *ii «1 = 

so folgt: 

tg(2a)-2o) - 8, 
tg(2ü) + 2o) -» Const, 

woraus bervorgebt, dasa in diesem Falle die congraenten Strabl- 
bQBcbel in entgegengesetztem Drebaugssinne dureblanfen werden. 

Die Eigenschaft der Conformit&t im Allgemeinen kommt, wie 
gesagt, nnr einer bestimmten Classe von Correlationen zu, welcbe 
dorcb die simultanen partiellen Differentialgleicbnngen 

* - ?5 

?if + 

charakU'risirt wird j man darf aber behaupten, dass im AUgemeiiu'ü 
jede Correlation in einzelnen Punkton des Gebiets den 
Gleichungen der Oonformität genügen wird. 

Solche Ponkte darf man mit' Recbt Gonformitfttspiinkte 
nennen, da in ihrer Nftbe die entsprechenden Elemente congmente 
Bttsebel besehreiben, nnd demnach an diesen Stellen Aehnliehkeit 
in den kleinsten Teilen stattfindet 

Die Ergebnisse der Bctrachtnngen Uber Couformitftt können zum 
Zwecke der Anwendung knrz in folgenden Sata snsammengeCssst 
werden: 

An allen donjt nigcn Stellen des P- und Ü-Gebietes einer. Cor- 
relation, an welchen die beiden Gleichungen 

3| % dji ' 

dx dp dp dm' 

oder die beiden Gleichungen 

d| dfj di dfi 
dx " dp* Sp dx 

erfüllt werden, während die Functionaldeterminante 
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dg 
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woilcr verschwindet, noch unoudlicli wird, sind die Böschel, welche 
von den Hichtuii«:eu cntspreoheiKk'r Kleiiiente da besclirielxMi 
wonieii, coD^rueut, und zwar im ersten Falle voD gleichem, im zweiten 
ahcr vom eutgcgeogesetztem DrehaugsBioo. 

Dil» Bedeutung der Functioualdeterminaiito für dio richtige Ab- 
grciizuiiLj dor Giltigkeitssphäre des so eben auMr<'Sj)roi licncn Sat/cs 
wie dir prujüctivischen Beziehungen überhaupt wird durch die fol- 
gende Ueberlegung deutlich werden. 

Die iiiudaiDonUle Formel 

Ä, -f- Kt 

in welcher eich dae Gesets der Frojectivität ausspricht, gilt Jeden- 
folls nur anter der Yoranssetznug, dass die partiellen Differential- 
qnotientcn Oti h ^ betreffenden Stellen des Gebiets einen 

bestimmten Wert hesitien nnd nicht zu gleicher Zeit Terscbwinden. 

Geschieht das Letztere, so können je nach den besondcTn Um* 
ständen mannigfaltige andere Relationen an die Stelle der linearen 
Beciebnngen treten. 

Der einfachste Fall wird »lei sein, dass nur die ersten partiellen 
Ditfereutial^uotieuteu verschwinden, währeud die zweitcu: 

S? "* - ^» *• 

an dieser Stelle endlich bleiben. 

Mau iiut alädaiiu nach dem Taylor*scheu Lt*hrsatz: 

nnd daher durch Division folgende nicht lineare Bedehnng zwischen 
I nnd t: 

* " «II +2ai, -f flsa«« 

Die Curvc, welche durcii die Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
gebildet wird, int iu diesciu 1 alle natürlich kein Kegelschnitt, viel- 
mehr eine Curve dritter Ordnung. Die Mittelpunkte der Strall 
bUschel sind Iiier tti lit, wie bei den Kegelschuittcu beliebige, souderu 
charakteristische Tunkte der Curve. 

Dieses ist ein Beispiel unter vielen; man steht leicht^ dass Cor- 
relationen gedacht werden könneu, welche ftr ehi beetimmtes Paar 
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maoiDieiigeböriger Punkte P^, Strahlbflschel von beliebig fest- 
geaetzter Bescbaffenhcit Hefern. 

Abt r auch bei ondlicb bleibenden ersten Differontiiibjuotientcn 
ist rill Aiisuabmefaü deukbar, welcher freilich, wenn man avüI, noch 
unter (las allgemeioe Gesetz der Projectivität subsumirt werden kaua. 

Weoa ^cfa nftnlich 

tt] : Oy — &i : £^ 

verbftlt, 80 degenerirt die Function t =5 -^^Tj-^in eineConstante. 

Diese beideu, im Uebrigcn wesentlich von einand(>r verschiedenen 
Fälle haben das mit einander gemein, dass die Fnoctionaldeterroi- 
nante verschwindet 

Da ferner nach einer bekannten Eigenschaft der Functional- 
determiuanteu 
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ist, so entsprieht dem KnOwerden der Fnnctionaldeterminante des 
einen Gebiete» ein Unondlichwerden der des andern ; daher werden 
beide Ffllle zn berflcksicbtigen sein. 

Ifan darf also den Satz aussprechen: 

Das Gesetz der Projectivität der Correlationen erleidet nur an 
solchen St**llen des Gebietes eine wesentliehe Modification oder eine 
Aosnahme an welchen die Fauctionaldetcrminaute 

Bx 

d| Bfi 
dp Bu 

entweder verschwindet, oder uübestimmt, oder unendlich wird. 

Die Fttnctionaldeterminanke, dnrch deren Verschwinden oder Un- 
endlicfawerden ftlr Jede Correlation gewisse charakteristische Cnrven 
bestimmt werddn, deren Punkte, wio wir gesehen haben, von allen 

Üebrigen eine Ausnahrae machen, hat noch eine andere geometrische 
Eigenschaft, welche leicht nachweisbar, auch aus der Theorie der 
Functionaldetermioautuu bciiaunt ist und daher hier nur augegeben 
werden soll: 
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Wenn dO und dSl ein Paar eoUprecbtioder Fikcbenelemcote 
bezeicbaen, so ist 

dx' dx 



dSl — 



5| Cfj 

1 dp* Bjf 



die FunctionaidetcrminaDte giebt also das Yerbältiiisfl eiiUprccheader 
Fl&cheiiolemeuto au. 

Setzt man 



- 1. 





öl? 




da: 


ai 


dt} 




dy 



SO hat Diaa die analytische Bediuguu-; der Flächenglcichhoit. 

Es ist durcli die bisherigen Betrachtungen allerdings zum Teil 
nur audentungsweise — /u zeigen versacht worden, wie der Begriff 
der Correlation , wenn mau ihn mit den primitivsten analytischen 
Hilfsmitteln bcarbi itft . sofort auf den Begriff der Projectivität der 
Strahlbü^c hei . das Fundament der neuem Geometrie, führt, und wie 
eine ebenso einfache Untersuchung der Projectivität auf den Begriff 
und die aualytibcheu B( diu .-unL'en zweier besonderer Cla'^sen von 
Correlatiouen — derer, der Confurmitiit und der Flachengieichheit — 
hinlcitet, deren genauere Erforschung eine interessante Aufgabe der 
lutegralrechnung bildet. So haben die synthetische und <iie Diffe- 
rentialgeomctrio — scheinbar die am wcitcstuu vou einander ab- 
stehenden Zweige geometrischer Forschung — eine gemeiuschaftUcho 
Wurzel. Man könnte einwenden, dass mit dem blossen Auftauchen 
des Begriffs der Projectivität als einer linearen Relation zwischen 
trigonometrischen Tangenten gewisser Winkel bei Strablbtiscbelu, fQr 
die reine Geometrie wenig gewonnen sei; aber anch die geometri- 
schen Eigenschaften dieser Oehilde ergeben sich nicht minder ein- 
fach, wofttr die Torhergehenden Skizzen ebenfalls bereits Beispiele 
bieten. Der Satz von der Winkelsymmetrie spricht sicher eine 
charakteristische nnd fttr die Anwendung höchst wichtige Eigenschaft 
projectiTischer Strahlbttschel ans, nnd der Begriff der Conformltäts- 
puikte erweist sich als sehr nfltzlich fOr die geometrische Constmc- 
tion der Correktionen. Er allein genügt beispielsweise, nm die Ver- 
wandtschaft der Collineation anf die ein&chste Weise sn con- 
stroiren. « 



Digitized by Google 



IKßemUiiü^iehungen in der Gemmine» 



241 



Dieselbe Ist bekunntllch dorcb die GloicbongeD 



definirbar. Man erkennt ans diesem sofort, dass die Punkte ein- 
ander gegenseitig eindeutig cnt^prechpu, und dass Geraden Gerade 
und Kegelsclinitten Kegelschnitte entsprechen. 

Sucht man nun die beiden Arten von ConformitäUpnnkten ver- 
mittelst der Gleichungen 



80 erkonut mau auch ohuo Durchführung der Horhrning sofort, dass 
ihrer nur zwei in jedem Gebiet existiren, nämlich von jeder Art einer. 

Seien diosolbcn respcctive durch A , U m\(\ A , B bezeichnet, 
wobei die zu ^1, A gehörigen Struldbüschel die von lyloirhcra, die 
zu -ö. B gehörißen diejenigen von e u t g e g c ii g l- s e t / t c m Drehuiigs- 
siun sei» luögeu. Da -1, A und clx^nso B, B entsprechende 
Punkte sind, so sind auch A/i, AB ontsprcchcnde Strahlen (BA^ 
BA natürlich des^lciilR'ii). Hieraus wird die bestehend gejrohrne 
(bikauute) Constructiou entsprechender Punkte ohne weitere erklä- 
rende Worte verständlich sciu. 

Es ist zweckroSssig , im Anscblnss an diese Constructioa fllr die 
beiden Gebiete zwei verschiedene Goordinatcnsjsteme einzu- 
fahren. WShIt man nämlich die Hitto M von AB als Coordinaton* 
anfangspnnkt des P-Gebicts, MA als « Axe, Jlf Fals Axe und macht 

das Eutsprccheude iu dem andern Gebiet, so uehuieu, wenn mau 



8et2t, die Gleichungen der Oollineation die höchst einfache Gestalt 

au: 




oder umgekehrt: 



31 

das 




AB'^2e, AB — 2}r 



16 
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Die geftindene ConBtraction veranlasst na der Frage nach der 
Natnr deijenigen Cdrrelation, welche entsteht, wenn man die eon- 
gmenten Strahlbflscholpaare heide Ton derselben Art sein Iftast Man 
erkennt 'sofort, dass die Vowandtschaft derAehnliehkeit re- 
snltirt, welche, bekanntlich ein specieller Fall der CoUineation , vom 
Standpunkte dieser Oonstmction als ein Ansnahmefall erscheint 

Bleiben wir indessen bei der ColUnation. 

Nai-lidom die Cüiifürmitätspunkte in Bt irarlitun^? gezogen worden 
sind, also diojoiiigen Punkte, l'ür welche die Symmetrieaxen unbe- 
stimmt werden uu<l daher jede hindorchgologte Linie als Symmetrie- 
a\e augesehen werden diirl, rs natur^^i'mäss die nächste Aufgabe, 
die Symraetricaxen jo.los ii'ücbiu'en andern Punktes anfzusncheD. 
Diese Aufgabe iiudot durch ioigeudc Sätze ihre volistäudigc Eriedi- 
gung: 

1. Der geometrische Ort aller Ponkte, deren Sjrmmeirieaxen 

constante Richtung haben, ist eine gleichseitige Hyperbel, weldie 

durch die beiden Conformitiitspunkte des Gehiets hindurehgeht und 
die Mitte der Verbindungslinie der Couforimtutsiiunkte zu ilirem Mit- 
telpunkt hat. Die Asymptoten der Hyperbel geben die Symraetrio- 
axenricbtuugen. 

2. Dieser gleichseitigen Hyperbel entspricht in dem andern Ge- 
biet ein Kreis, welcher durch die Conformitfttspunkte des Gkbiets 
hindnrchgeht; die Symmetricaxen aller Pnnkte dieses Kreises gehen 
dnrch zwei feste Punkte hindurch, welche ebenfalls auf dem Kreise 
liegen; es sind nämlich die Punkte, in welchen der Kreis von der 
im Halbirungsponkte der Verbindungslinie der Gonfonnititapankle 
errichteten Senkrechten geschnitten wird. 

Also entspricht der Schaar der dorch A , H gehenden Krciise 
des il-Gebiets in dem andern Gebiete eine Scbar concentrischer 
durch B gehender gleichseitiger Hyperbeln, und der Schar con- 
centrischer, durch A, B gehender gleichseitiger Hyperbeln eine Schaar 
durch il, B gehender Kreise. 

Um die Symmetricaxen eines beliebigen Pnnktes P zu finden, 
hat man also durch vi, B und P einen Kreis zu legen und die 
Punkte J, K zu bestimmen, in welchen der Kreis Ton der im Mütel- 
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[)uiikt von Ali errichtetAii Senirrechteu gescbuitteu wird; dann sind 
die Verbiiiduugaliuiea iU uud I'K die SymmetrieaxoQ des Punktes F. 

Der Beweis dieeer Sfttze ist leicht; ich möchte desselbeo Oher- 
gefaeB^ ebenso ihre Anwendmig zur Prodnction interessanter Wini^el- 
eigenschaften der gleichseitigen Hyperbel, weil es nicht in meiner 
Ahsicht liegt, hier eine voilsttndige Theorie der Gollineation zu 
geben , sondern nur an einem interessanten Beispiel zu zeigen , wie 
die Anwendung des allgemeinen Frincips der Projectivität und seiner 
ttSebsten Consequenzen die treoinctrisclRu Kigeuschafteü jeder be- 
sondern Correlationsart oä^abar \s(.'rdeu Iflsst. 

Sacht man die zusammenfallenden Punkte der beiden Systeme 
oder, wie man zn sagen pflegt, die sich selbst entsprechenden Punlcte, 
indem man in die nrsprttnglichen, anf ein Coordinatensystem be- 
zogenen Gleichangen der Gollineation 



snbstitnirt, so erhält man für r oder y durch Etimination einer dieser 
beiden Unbekannten eine (ileichnng dritten Grades, wie ebenialls 
ohne Dnrcbflihmng der Rechnung ersichtlich ist. 

Es kann daher im Allgemoiuca nicht meljr als drei sicli selbst 
entsprechende Punkte gebeu, uud eiuer dcrsclbcu niuss stets reell 
sein. 

Bisher sind die beiden Punkte P, i7aU Punkte einer Ebene 
gedacht worden; jetzt wollen wir uns zwei Ebenen auf einander lie- 
gend und in einer derselben den Punkt in der andern den Punkt 

fi befindlich denken. Das ursprüuglicbe Coordinatensystem verwan- 
delt sich dem entsprechend in zwei auf einander fallende, jedes mit 
seiner Ebene in fester Verbindung stehend. Ich will diese Kbcneu 
kurz als die i-Ebene uud die /i-Ebeno bezuichueu. 

Wenn nun die /i-£beno auf der i'-Ebenc auf irgend eine Weise 
Terschoben wird, so wird dadurch der Abstand entsprechender 
Punkte P, 17 ein anderer als vorher; die frflher sich selbst ent- 
spreebenden Punkte werden jetzt voraussichtlich nicht mehr auf 
einander fallen (dafür fireilich andere). Mau wird also zugeben 
mflssen, dass die Correkition durch die geometrische Operation der 
Yerschiebung eine andere geworden ist, wenn auch das Princip 
der Aenderung, vom Standpunkte der geometrischen Anschauung be- 
trachtet, einfacher ist, als alle andern, welche mau denken köuute. 

Man erkennt aber nach den bekannten Gesetzen der Coordinaten- 
trunformatton sehr leicht, dass der analytische Charakter der all- 
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gemeinen Gleichungen der Gollineation durch die Venchiebttiig der 
Ebenen keine Verftndemng erleidet. 

Daher werden auch bei der neuen Correlation Geraden Gerade 
and Kegelschnitten Kegelschnitte entsprechen. 

Um es kurz anszndrflcken : 

Der al]|,M'ni>'iiie Charakter der Collineatioii bU ibl durch Drehuag 
and Verschicbuug der beidou Systeme gegen einander auverändert. 

Dieser letztere Satz bringt gowissermassen die geometrisdie 
Untersnchnng der Gollineation in Flnss; es wird der syntbetiBeben 
Geometrie, indem sie sich der vorhin aufgestellten SAtee — oder 
anch nur eines Teils derselben — bemächtigt, leicht, die Gollineation 
im Allgemeinen und die speciellen Fälle derselben als Instmment zu 
handhaben, welches die interessanteren Eigenschaften zum Mindesten 
der Curvcn Iter und 2ter Ordnung oüei»bar werden lässL 

Die Gollineation [welche, wie oben gezeigt wurde, zwei Paare 
congmentor Strahlbtlschel besitzt] besitzt aach zwei Paare congni* 
entor Pnnktreihen. 

Man tindot liicson S;itz. indem mau das //-Gebiet so verschiebt, 
(lass die ConlonnitaUpnukte .1, A auf einander lallen und das andere 
Paar ß mit A in eine gerade Linie tUlU (was Übrigens auf 
zweierlei Weise bewerlcstelUgt werden luuin). 

Bei dieser Lage der Systeme giebt es unendlich viele sich selbst 

entsprechende l^uuktc, iiümlich die Punkte (iurjenigen Geraden, welche 
scnkreclit durcli die Mitte von J>H Lindnicligeht Bringt luau nun 
wit'dtr Alles aul seinen ursprünglichen Platz zurück, so wird die 
zuletzt genannte Gerade zwar in zwei Puuktroilien duplacirt, welche 
aber ihre Gestalt uicht ändern, also cougruent bleiben. 

Hieraus ergiebt sich leicht die folgende Construction der con- 
gruenten Pnnktreihen. 

Man bilde den halben Unterschied der Distanzen AB und AB 
und verlängere die karzere, YerkOrze die längere auf beiden Seiten 
nm ihn. Die in don so gefandencn Punkten auf AB und AB er* 
richteteten Senkrechten bilden die beiden Paare entsprediender con* 
gmenter Punktreihen. 

Die so eben skiz/iiti' Retrachtungsweise i,n«'ht ein Beispiel des 
Verfahrens, welches in der synthetischen Geometrie in Ülinlicher 
Weise häuti^^ wiederkehrt; man dar! dasselbe wohl als „eine l eber- 
setzuDg des Princips der Coordinatcntransformation in das Geome- 
trische^^ bezeichnen. 
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Soviel Uber das Instrament selbst; nan noch ein Wort Aber die 
Anwendung desselben. Der Kreis ist ein Kegelschnitt; nach dem 
FMbern muss daher einem jeden Kreise des einen Gebietes ein 
Kegelschnitt des andern entsprechen. Ueberdies schneiden sich nach 
dem Fundamentalprincip der Projectivitat sämmtliche Paare ent- 
sprechender Strahlen, welche von einem Paar entsprechender Pnnlcte 
P, U aosgehen, anf einem Kegelschnitt; man wird daher Sfttze vom 
Kreise in solche, welche sich anf Kegelschnitte beziehen, trans- 
fonniren können. 

Man sieht, wie die Analysis in ihrer primitivsten Ge- 
stalt, wenn man will, der Geometrie sehr annehmbare Grundlagen 
fbr ihre weitem Specnlationen zn liefern im Stande ist. 

Sind wir darum bt'reclitigf, die synthetische Geomotri»^ .ils einen 
blossen appendix der analytischen zu betrachten? Dieses wiire schon 
in Anbetracht der Rivalität, welche zwischen beiden Discijtliuen ge- 
herrscht hat, und der die Wissenschaft der Geometrie wesentliche 
Fortschritte verdankt, ein Unrecht; aber es wäre auch absurd, da 
die analytische Geometrie, wie schon aus ihrem Begriff hervorgeht, 
wesentlich geometrischer Hilfsmittel nie entbehren kann. 
Eher könnte man das Umgekehrte behaupten, da ein umfangreicher 
Teil der Geometrie, die Geometrie der Lage, ganz ohne Anwendung 
aritbmetrischer Hiifsbegritte aufgebaut werden kann; aherauch diese 
Behauptung wäre gewagt, da die Hilfsmittel, welche die Analysis der 
Geometrie bietet, sehr wesentliche sind. Man hat zuweilen die Frage 
aufgeworfen: ob man die Geometrie auf analytischem oder auf con- 
stmctiTem Wege behandeln solle? Diese Fragestellung ist verkehrt; 
man kann sie aber meines Erachtens verbessern, indem man sie so 
formnlirt: 

Was soll in der Geometrie aui aualytischem und was auf con- 
structivem Wege behandelt werden? — 

Die Untersuchung der geometrischen Verwandtschaften gilt mit 
Becht als eines der brauchbarsten Hilfsmittel geometrischer Specu- 

latiou; ja, sie wird geradezu als das Fundament der Geometrie be- 
zeichnet. Die einfachsten Correlationen von nnr einer Dimeusiuu, 
also minieutlich die projectivischen Puuktrcihen und Strahlbüschel, 
haben diese fundamentale Bedeutung unzweifelhaft; aber alle andern, 
— sogar die Collineation — zeigen hinsichtlich ihrer Anwendung 
einer von jener weseutli» h verschiedenen Charakter; *:io dienen zur 
Transformation einfacher geometrischer Sätze in andere sou grösserer 
Complicatiou und — wenn die Sätze, von ^velchen man ausging, tri- 
vial waren — auch von grösser^'Tn Interesse. Eine Ausnahme macht 
nur die ein£achste der reciproken Verwandtschaften, diejenige 
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Sa »tos Ueber Frojectwität und partUlU 



der rcciprokeu Polaren innerhalb des eigentlichen Gebiets ihrer An- 
wendung in m fern, als die dunh ihre Anwendung resultircnden 
Theoreme nicht complicirtor (aber auch nicht einfacher) sind als 
diejenigen , aas welchen sie hergeleitet wurden , und denen sie nach 
dem Prinrip {\or Diuilität entsprechen; triviale Sätze kdanea durch 
sie Dicht in interessantere transformirt werden. 

Der Begriff der Corrclation ist eines der geistreichsten Prodncte 

^geometrischer Einbildunf^skraft ; jede bestimmte Correlation darf als 
eine Maschine aufgefasst werden, welche zunächst zur Productiou 
[man wflrde iur gewöhnlich sagen : zur Entdecknng] geometrischer 
Sätze bestimmt ist, schliesslich aber — indem sich der antike BegriflF 
des geometriscben Lehrsatzes erweitert — selbst als Object der 
Betrachtung dienen kann. 



AoBerksag' Daa Bild d«r «MMchiae*' Mb«iot mir io tolbni Dicht 
anpMteitd, «Is dadareh die Aofmerksainkeit uf eine Bigentllaliebkeit hin- 
gdeokt wird, welche eoger der gesammten Ifathematik in bedeutendem Gnde 
eigen iet und den denk enden Gegnern der Matbemetik (Von denen natürlich 
allein die Bede leln kann) sn nngerecbten aber nicht gana nngerecbclertigten 
Angriflfen die Handhabe gegeben bat. Am Weitesten iat hierin wohl der Philo- 
soph Schopenhauer gcgnn^rn, \vt>1cber die Mathematik swnr an einer Stelle 
seines Haoptwerkos („Die Welt als Wille uml Vomtellnng") eine Wissenschaft 
sein lässt , aber bei andern Gelegenheiten mit einer gewissen Inc O D Seqn ea a als 
einen Gegenstand bezeichnet, welcher für den wahren Denker nur von »ehr 
geringem Interesse sein kann. Er stützt sich dabei auf gelegentliche Urteile 
von Mathematikern, welche pinPEtcils humoristisch gedacht, anderntcil« zwar 
treffend, aber unvoliständi^j^ und /war aphori'^ft'^fh hingeworfen waren, und 
deren Autort n schwerlich mit der Auffassun;; bchoiicnhaucr's in diesem Punkte 
einverstHnden s(Mn würden. Aber der Angriff hat dennoch einen Kern, wel- 
cher Berücksichtigung verdient und von Schopenhauer sclb<>t witzig und ziem- 
lich tr^T'ITcnd diirrh seinen Vcrgloidi «leg Mathematikers mit «einer Katze, 
welche mii \\u\in eigenem Schunnz spieli" charaktcrisirt worden ist. 

Die Theoreme der Mathematik — wie Resnlfate productivcn Denkens 
überhaupt - trH^;pn hRnti«; den Charakter des Künstlirlien, Gcmnrhten zur 
Schau, während die andere Seite an ihnen, das Natürliche, Beobachtete, Ge- 
wordene sieh dem Blick des oherfläehliehen Bcobachtei*» verbirgt and daher 
leicht übersehen wird. Bei den interessanteren Maschinen — diesen wun- 
derbaren Gebilden durch Aneinanderkettuug von Natur und Menschengeist — 
verhill es sieb tbnlicb; ancb hier tbeniimot die Ku^!^t so /.u sagen das 
Heroldsamt Da nnn die Knnst, die Willkftr sieb gewissermassen bei der Er- 
findung einer Correlation concentrirt, nm bemaeb der Beobachtung, der 
planmlssigen Anwendung Fiats in machen, so mOcbte der Termiont „Ma- 
scbine^ iftr ein derartiges Gebilde etwas für aich haben; ancb in sofern, ak 
wir dadurch das Kttnstlicbe, welcbes nun einmal in geometrischen Unter- 
suchungen li«gty offen eingestehen, und nun die Aufgabe an uns bcfantritti 
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Die allgemeiDC Theorie der Correlationen wird aul diese Weise 
eine „allgemeine Mascliiueulehre der Geometrie"; aber der Begriff 
einer sulcbeu ist damit uoch nicht erschöpft; denn es giebt noch 
eine zweite Reihe von Hilfsmittelu , welche den Charakter der Ma- 
si hioe ebenso an sich trafen und mit jeueu erstem zusaniiiK n erst 
eiu Ganzes bilden. Ich meiue die Coordiuateasyateme. 

I>a88 ein ParaUelisrnns iwischen Correlationen nnd Goordinaten- 
eynleoien existirt^ irird aofort klar, wenn man sie analogisch — dnrch 
Gleiclinngen — definirt. 

Die Gleiclmngen 

i = /(«, y) 

V — ^(«» y). 

wenn man ar, y die Coordinaten eines Punktes P, ^, rj diejenigen 
fines andern Punktes 77 sein lässt — beide auf dasselbe fan- 
d Ä 1 n fMi t a 1 e ( ' 0 0 r (1 i n a t e n s y s t e ni bezogen — stellen eine Cor- 
rekitiüu dar; dieselben beiden Gleichungen, wenn man j-, ?/ und 
beide auf denselben Punkt P bezieht, alsdann aber nur das eine 
Coordinatenpaar, etwa zugleich auf das fundamentale C!oor- 
dinatensystom bezieben kann, cbarakterisiren ein neues Coordi- 
natensystem, in welchem {, i} die Coordinaten (Parameter) des 
Pnnktee P sind. 

Auch diese Zusammonordnung von Correlationen nnd Ciuordi- 
naten Systemen ist eine künstliche, wie aus dem Umstände lier- 
vorgeht, dass sie von der Beschaffenheit des fuudanic iit ilcii Coor- 
diiiaiensystems , dessen mau sich bei der analytischen Ut tmition der 
Correlationen und Coordinatensysteme bedient, wesentlich abhüngl; 
so dass einer andern Wahl des letztem ein anderer Modus der Zu- 
aammenordnung entsprechen wird. 



4ai HatllrliclM, weichet ebenfaUa darin liegt, an&iiaiicbeii ood vott dem entern 
begrffllicb SB treoDen* 

Sollte es wohl gana aoAlUg acan, das« der geniale erala Erfinder der- 
artiger „MaadiineD*' ein berühmter Ingenieur gewesen ist. Poncelet, der Er« 
ander der Transfommtionsniethoden der Centralprüjection nnd der reciproken 
Polaren rnnsa wohl als der eigentliche Sehi^kfar der Idee der Transformation 
geooMtrischer Sitae dnreh CorrelaticNien angesehen werden, wenn aneh Höbins 
Verdienste um die Feststslinng des allgemeinen B^rifla der CorreUtion nnbe- 
streitbar ist. 

Dass d,er Erfinder der Coordinatensysteme ein grosser Philosoph 
gewesen ist, ersdieint mir ebenfalls heaeichnend; der eiste Zweck dieser Er- 
findnng war, Ordnung in das Chaos au bringen, die Metfiode sn die Stelle 
des WitMS in letaen. 



A 
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tSanio: Uebtr I^roJccUvitäi und pcu^tOie 



F^s entsteht daher die Frage nach dem einfachsten (Joordt- 
uatcnsystcni, ilaniit man dassollM' als fuiiihimrntah's wählen kOiino. 
Ich zweiiVIo kaum, ilass sich das älteste von allen, das Cartesiu&'schc 
auch als das einfarhsto, das natürliche erweisen wird. Der 
Winkel der Coordiuatenaxen ist zwar lür viele Betrachtungen ohne 
Belang ; wo es aber auf denselben ankoinnit . wird sich «ich<*r der 
rechte Winkel empfehlen — wofür die oben entwickelten Sym- 
metrieeigonschaften der projectivischen Strahlbüschel scheu einen 
Beleg abgeben dürften. Das Cartesius'sche System der rechtwinkligen 
Coordinatcn soll also hier als das faadameotale Coordioatensysteiii 
gedacht werden. 

l'nter dieser VoraubseLzung gewinnt die Frage einen bestinunten 
Sinn: 

Welches Coordinatensystem ist das der Verwandtschaft der Golli- 
neation parallele? 



Aiimcrkang. Dicspv Gegenstand verlangt allerdings eine priocipiell« 
Untersuchung, wobei «uch die gerade Itinie «ivörderat aU unbekannt aogenoBH 
jncn werden muM. 

Denkt man eich nuf einer beliebigen kronnieii Oberfläche ein System 
beliebiger Curven — die Ordinetencurven — und eine sie alle dnrrhschnei* 
dende — die Abscisseticnrrc — gegeben, auf welcher letrtern man den Coor- 
dinatcnanfangspuukt beliebig uühlt, so bedarf man um ri'u h eines Mn.tf> <iet 
in Gestalt eines absolut biogsnnjcn, u n a it« d eh ti b a re n Kadens., um auf 
dieser Fläehe an:il_vti^< h'' Geometrie treiben /u können. Dio \Viikiiiijz<-j>hr«: 
i\vs analytischen VerfahreUi» "-ilicint hier wiltcr rn gehen als lito ilos con- 
structiveu. Eine Gleichung cr&ten Gi a.li s zwisi her» x u- d // cluuukttnairt eine 
Cnnre, welche man als «Curve erster Ordnung" bezeii lmeu kann. Die von 
geraden Linien geltenden Sätze der reinen Geometrie drr Lage werden sich 
auf die so eben detinirtcn „Curven erster Ordnting" ausdehnen lassen, so bei- 
spielsweise der berühmte SaU von Deeargnea: „die Schnit^nnkte entsprechen- 
der Sttten zureler pcrspectiviaclier Drdeeke liegm anf einer Geraden*', wenn 
man überall anitatt der geraden Linie die oCurre ereter Ordnung** substitnirU 
Dieter Sata ist nftrolich nur da« geometrische Bild einer Idcntitit swUehen 
Coordinaten, welche aus der linearen Beschaffenheit der Olcichungen folgt. 

Ich musa darauf ▼erxicbten, diese an sich interessanten Betrachtungen hier 
weiter tu flkhren und wollte nur die MAglicbkeit einer fundamentalen Cnter^ 
snchnng der Coordinalensjsteme, um das Natflriiche au erkennen und die 
Fruebtharkeit derartiger Betrachtungen plmsibel machen; sie treten, wenn man 
sie tu £nde flkhrt, notwendiger Weise mit den metaphysischen Betrachtungen 
Aber die Natur des Baumes (die sogenannte absolute oder Nicht^BnkltdiscIie 
Geometrie) in Zusammenhang, und werden sich dergleichen Speculationen, 
wenn man sich eine möglichst grftndliche Einsteht in das Coordinatenprineip 
▼erschaffen will, kaum entbehren lassen. 
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leb findo das folgende, welches hier der Kttrze wegen für den 
Augenbltek als „projeetiviscbes Coordinatensysteni*' bezeichnet wer- 
den mag. 

Seien x. y die Cuordiuatcii von /' in Rozichnng anf «las fuiida- 
racntalc Coordinateiisystcm , ABC ein beliebiges Dreieck, und durch 
C zu AB eine Parallele gelegt-, mau ziehe durch P vou A und B 
aus gerade Linien, welche anf der zuerst genanuieQ Parallele die 
Schnittpunkte 5, H bestimmen, setze, wenn Z>, E zwei beliebige 
Paukte anf den Dreieckaseiten AC^ BC sind, 

CS . CT 

und betrachte |, tf als die Coordinaten des Punktes P in dem nenen 
Coordinatensystem. 

Es lässt sich nämlich zeigen , dass |, ij mit y durch Gloi- 
cUttogen von der Form 

verbunden sind, und dass durch passende Wahl des Dreiecks ABC 
und der Grössen CD, CE den Coefficieuten Jener Gleichungen be- 
liebig gegebene Werte erteilt werden können. Unser System besitzt 

daher den gebürigen (ii ad der Allgenieinhcit •, man kann ihm noch 
andere ücstalten geben, welche aber nicht wesentlich allgemeiner sein 
können. 



Anmerkung, D«r einfachste Beweit der obigen Bebaupiung dflifte 
dieser sein; 

Aus <lcr Consitruoti<tn folgt, ilass für liic Puiikio Ucr Geraden AB die 
Coord hin teil ^, unendlich wenicn, and dat>s für die Punkte der Geraden AC^ 
{ = 0 und für die Funkte der Geraden BC, ^ 0 wird. Es mnss daher, 
wenn 

a^x-{-<i.>;-{-a ^ L ^ u die Gleicliuug der Geraden AC 
b^x -^b ^ M 0 „ BC 

Ci«+cty = *V = 0 „ „ „ AB 

ist, ( und 17, durch x und y aasgedrftckt, von der Form 

werden, wo y und noch näher zu bestimmen sind. 
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Sanio: Uebtr ProjectwUüt und i^arUeiU 



Transiormirt man «'in j)rojoctivi8cbe8 Coordinateusystem in ein 
audcri's t'bcufalls prujL'itivisches, so behalten die Transformatioiis- 
formciu dieselbe Gestalt, wiö oben. 

Diese Art von CoordinateoBysCemeD will ich daso benuUea, so 
zeigen, irie eine imd dieselbe auf Grdflaenverbaltnisse beiQgtiche Be- 
merkQDg, wenn man sie anf verschiedene Coordinaten^teine an- 
wendet, zu verschiedenen Eigenschaften einer nnd derselben Corve 
fahren kann. 

Wenn man ein rechtwinkliges Coordinatensjrstem in ein anderes 
ebenfalls rechtwinkliges transformirt, so mag dieses meiner Trans- 
formation innerhalb des Gebiets der rechtwinkligen Coordinaleii- 
systeme*^ genannt werden. 

Man kann durch Translnrniation inncrlialb des Gebiets des recht- 
winkligen Cüordinatensystemc die ("n'^fticionton der linearon Glieder 
und des bilinearen Gliedes der allgcmcini ii Kegelscliniit-leioliiing 
zum VerscUwinden bringen, wodurch die Gleichung die einfache Furm 
erhält; 

Alsdann führt die algebraische Bemerkung, dass 

ist, bekanntlich auf die Eigenschaften der Hauptaxcn des Kegel- 
schnitts. 



Liui man den Paukt P in die üoendlichkeft rteken, to whrd ABBM 
ein PanltelognuDin, imd daher 

AUo rnnss in diesem Falle f&r gewisse constantc Werte k, l,, 

kx^-^-k^m =- k 

sein. 

rar noeoülicb entfernte Punkte P wird aber 

s= ,.9; n-'—^y^- 

Daher musi: 

^1 («1 + ap) 9> + ^% (*i + ^) 0 — l + 
sein; eine Gleichung, welche unabhängig von dem Wert - nur üana 

X 

erfUlt werden keim, wenn ^ nnd y Com testen sind. 
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Macht man dieselbe Transforoiation innerhalb des Gcbiotes der 
Bcbicfwinkligeo ParaUel-Coordiuatensystemc mit gegebenem Axen- 
wiakel , so führt das «if den Begriff und die Eigeufidiafteii der con- 
jngirfeen Dnrchmeflser. 

Wir wollon nun dieselben Ueberidgungen tür die projectiviscben 
Goordinateusystcmc anstellen. 

Zunächst ist klar, dass, wenn man die Gleichung einer beliebi- 
gen, ursprünglich auf Cartesine'sclic Coordinaten bezogenen Corre 
ia projectivische Coordinaten tranaformirt, der Grad der Gleichong 
nidi niebt ändert 

Also wird, wenn jetzt £, i} projectiviscüe Coordinaton sind, auch 
in diesen 

die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts. 

Durch Tranaformation Innerhalb des (Gebietes der projectiviscben 
Coordinatensysteme kann man (sogar auf unendlich viele Arten) 
wiederum die Coefficienteu der beiden linearen Glieder und des bili- 

iieareii Gliedes zum Versehwindeu bringen; jedenfalls ist, wenn x 
und y projectivische Coordinaten sind, die Glciciiuug 

dio eines Kegelschnittes. 

Es ist klar, dass« wenn ar, y dieser Gleichnng GcnOgo leisten, dio 
drei Wertepaare 

. — y 

äc, — y 

es ebenfolls tan. Man findet daher zu jedem Pankte P des Kegel* 
scbnitts drei andere, welche diesem Kegelschnitt ebeniSgtUs angehören. 
Sei nr Abkflnang 

gesetzt, nnd 

X _ Y 
DC ~~ EV ^ ^' 

so wird; 

X 

^* *" VC 
Y 

10 dass also die drei andern Punkte gefunden werden, indem man 
die Werte X, Y in entgegengesetzter Richtang von C ans aufträgt 

und die obigen Combinationen durchmacht 
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Santo: Utber I^nyeeUvUSt umi partUUt 



Sei wieder das Coordiuationsdreieck ABC gegeben, und srieii 
l\ Q zwei beliebige Paukte der Ebene, ihre projectimcliett Coerdi- 
natcn rospoctive 

X Y 

C D ' CD 

uud 

X' Y' 
CD' CD 

(die Punkte K brauchen nicht gezeichnet zu werden) so köuueu 
die Cüustanteu A', L der Gleichung 

Km^+Ly^ = 1 

im Allgemeinen so bestimmt werden, dass die Coordinaleii der Puüktc 

U deiselbeu genügen. 

Man erhält nämlich die Bedingungsglcichungen 

^ ' CI^'^^CE^^ ^ 
X*^ Y'* 

aas welchen K and L berechenbar ist. 

Eine Aasnahmo bildet der Fall, dass sieb 

X ; r = A ' : y' 

vcrbftlt, weil dann die Determinaate der beiden Oleichnngen ver* 
schwindet pllan kann sagen, die Coefficienten iT, L werden in 
diesem Falle anendlich gross]. Alsdann liegen die Punkte Q and 
C in einer Geraden. 

Coustniirt man 20 P nach dem Vorigen die drei andern Paukte 
P^j P^ und ebcuso zu Q die Punkte Qiy Qu, so hat man 8 
Paukte, welche auf einem Kegelschnitt liegen. 

In dem AusnalmiefaU dcgenerirt der Kegelsohaitt, aul" welchem 
die Punkte P^P^^ QQ^ QJl- liegen, in zwei Gerade, deren 
Schnittpunkt die Spitze C des Coordinationsdreiücks ist. 

Das fahrt anf die Bemerknng (welche sich auch schon frflher 
hätte machen lassen), dass jede vier znsammongehorigen Paukte 
/\ J\, 7'^, P^ die Eigenschaft haben, dass die Verbindangslinie von 
F and Pj durch den Punkt C geht, desgleichen die Yerbinduugsiinie 
von Pi und P,. 
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Damit ist die schöne geometrische Eigenschaft des CJoordinaten- 
dreiecks ao^gedeckt: 

Colistrairt mau zu irgend einem Punkte P der Ebene auf die 
bekannte Weise tlie zugehüngi u Punkte P,, Pj», so ist das ( oor- 
dinatendreieck ABC das Diagoualdreieck des vollstäud'geu Vierecks, 
welches die Punkte J\ i^i, P^, 2a Ecken hat 

Ich verfolge diese Betrachtungen, welche, wie man sieht, mitten 
in die synthetische Geometrie hineinftihren, nicht weiter, da ich nnr 

zeigen wollte, wie eine und dieselbe analytische Bemerkung, auf ver- 

scliiodene Coordinatensysteme in Aiiwentlimg gebracht , indem nmn 
von einer bestimmten Eigenschaft einer Curveuart ausgebt, zu an- 
dern Eigenschaften derselbe u Curveuart fflhren muss; woraus 
hervorgebt, dass die Coordinatensysteme in analoj,'er Weise wie die 
Correlationcn zur Trausformatiou geometrischer Lehrsätze gebraucht 
werden köuucn. 

Dabei herrscht im Allgemeinen der Unterschied, dass die An- 
wendang der Correlationen Ton bekannten Eigenschaften bestimmter 
Gtirvenarten anf analoge Eigenschaften anderer Gurvenarten zu 
sebliessen erianbt, während die Anwendung der Coordinatensysteme 
ans bekannten Eigenschaften bestimmter Cnrvenarteu einen Schlass 
auf andere Eigenschaften derselben Gurvenarten verstattet. 
Beide parallel zur Anwendung gebracht, können erst eine voll- 
ständige und planvülie Darstellung der Geometrie und vielleicht des 
geometrischen Denkens überhaupt ermöglichen , withreud die Anwen- 
dung des Correlationsbegriffes allein immer noch eine Lücke lässt, 
die dann durch heterogene und scheinbar willkürliche Bctrachtuugen 
ausgefüllt werden muss. 

Vielleicht könnte man die Bewegung der geometrischen Specu- 
lation dadurch treffend cbrakterisiren, dass man sie unter zwei Ideen 
Bsbsiimirte: die Idee der Coordination und die Idee der Transfor- 
mation. Beide kommen sowohl bei den Correlatioueu, als auch bei 
den Coordinatensystemen in Betracht, die eiue vornehmlich beim 
Aul bau, die andere beim Gebranch derselben. 



Anmerkung. Die Anwendung der Coordinatensysteme ist keineswegs 
an die Anwendung des Caiculs in der Qeometrie gebunden; diefelben find 
ebenso wie die Correlationen Hilfsmittel geometrischer Art, tmd man 
könnte sich beider Arten von Hilfsmitteln auch auf constructivem Wege be- 
dienen (Beispiel: Die sogenannte ^Steincr'schc Dnmpfmaschinc") ; aber es ist 
hürhst zweckmässig, auf die analytischen Hilfsmittel nicht z\i verzichten; 
vieiraehr beide Methoden — jede iu der Weise, welche ihrem Charakter am 
Meisten entspricht — neben einander zur Anwendung su bringen und durch 
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Man hat den CSoonttnateii^Btemeii znm Vorwurf gemicht, dtas 
durch sie ein fremdes Eleonent in die Betrachtung der geenetrischeB 
Gebilde hineingetragen werde. Dieses mag in Beziehung auf manche 
Anwendungen sehr gut treffend sein, während es mir, allgemein aus- 
gesproehea, ein schiefes Urteil zu sein scheint Allerdings liefert 
die Gleichaug einer Curve in Besiehnng auf ein bestimmtes Coor* 
dinateus) Stern nur eine Anschauungsweise derselben, entspreeheud 
dem Anblick, welchen diese Gnrve dem Beobachter, der sie von 
einem Standorte aus betrachtete, gewähren wttrde. Dcukt mau sieh 
aber im Fluge alle möglichen oder doch alle cliaraktoristi- 
schen ("oordiDatcnsysteiuc daraut angewandt, so hört die Auachau- 
uugb weise aut, eiue eiuseitigc zu sein. 

Es ist allerdings der Verteil des Geomete», wo er auf seinem 
Gebiete arbeitet, den Standpunkt rasch wechseln zu können; woraus 
die Aufgabe entspringt , der analytischen Coordinaten transforma- 
tion geometrische Gesichtspunkte abzugewinnen, sie wo möglich 
ganz in eine geometrische Coordinatentransformation zu verwandeln; 



ihr kunstloses — weil njitürlichcs — Ineinandergreifen auf dem einfacluten 
Wege Ui« Geometrie triasiclicti zu lassen. Deshalb ist — um zwei Mei- 
sterwerke ersten Kangcs neben einander xa stellen — Stciner*8 Methcde fnidit- 
barer als diejenige r. Statid^t. 

Die Aualysis lo^e den Qmnd , die geometrische Betrncbtnng siehe die 
Cousequenzen — das wird im Allgemeinen die z\vcckm&s«ig«te Teilung der 
Arbeit sein; oder, wenn die Anwendung eines Vergleichs verstattet ist: Die 
Analysis sei dos grobe Gescbau, die synthetische Oeometrie ÜM kkiue Ge- 
wehr; et ninait »ich teltsan siu, wenn anter Anwendung von mnacberlei 
analyUacbea SaoilgriffcB nnd Vcrbiegungcn des Coovdinatensjsteme ein ein- 
seine» Theorem bewieeen wird» welches nnpiftiiglich dnrvh GeooMlrio entdeckt 
wnrde, nnd detaen Beweis anf geometriachen Wege naturgcmfts» von Statten 
gebt. Ueberhanpt sind nicht einselne Sitse da« aatargemlMe Zielottioct d«r 
Analyeii; eher lebon SyUemevon Sitien. Die geometriache Methodo be- 
•itst eine Geecbwindigkeit der Bewegung, worin die Analjais mit der Geo- 
metrie nicht vorteilhaft concnrriren kann, aelbat wenn aie noch so viele An« 
leihen bei der leutem ^ in Geetalt kflnatlichcr Coordinaiensysteme — macht. 
Dagegen vemag die Analysis von ihrem erhabenen Btandponkte aus weite 
Gebiete in Qanien mit einem Blick zu Überschauen und Methoden zu be- 
gründcn, xu deren Ausbeutung nnch jeder Richtung hin sie weder Beruf 
noeh bc!»undcreti Qeachick besitzt; diese Ausbeutung ist über eine wichtige 
Auff^ubc, und keineswegs die leichtere, kein blosses Anhängäol ; wenn auch 
die Aufgabe des Geomctcrs durch die Hilfe der Analysis eine ucscntlich leich- 
tere wird, so wird dafür (las Gebiet seiner Forst htniir ein wosontlich reiLhercs, 
als wenn er auf c|/e Hilfsmittel der rein geometrischen Anschauung angewiesen 
wire. 
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was allerdiiigB mit jeder besoDdem Art vob Goordinatensystemen nur 
für eine gewisse Gruppe you UnterBnchniigcn gelingt Fftr dieses 
Gebiet ist dann das Coordinatensystem Batürlicbes , f&t jedes 
andere ein mehr eder weniger künstliches. 

Entsprechend den oben begonnenen Untersnchungcn Ober die 
Differentialgeometrie der Correlationen und parallel denselben muss 

eine „allgemeine geometrische Maschinenlehre" die Differeulialgeonie- 
trie der Coordinatensysteme untersuchen, was zu ebenso einfachen, 
als an sich merkwürdigen Resultaten fährt, worauf aber liier nicht 
eingegangen werden soU. 

Bass in dem Vorigeii fiberbanpt die Coordinatensjsteme berttbrt 
worden sind, geschah deshalb, well dadurch die Correlationen als 
notwendiger Teil eines Gänsen auch vom logischen Standpunkte be- 
tnichtet an Bedentong gewinnen und nicht mehr als ein safilHiges 
Entengniss geometrischer Specnbitioa angesehen werden können. 

Das Fnndamentalgesets der projectivischen Besiehung bei Gor- 
relationen führt zu ganz andern Gruppen partieller Differential- 
gleichangeu, als die in dem Vorigen erwähnten. 

Wir wissen, dass die geradlinigen Yerlängerungcn entsprechen- 
der, von den Punkten U ausgehender Elemente sich im Allge- 
meinen auf einem Kegelschnitt treffen, welcher durcii die Punkte -P, 
n hindurchgeht. 

Man kann nun die Bedingungen aufsuchen, unter welchen der 
Kegelschnitt eine specielte Gestalt erhfttt. Diese Untersuchung ist 
ebenfalls flberaus einfach vermittelst der Cartesins'schen Coordinaten 
durcbfllhrhar. 

Seien PS^ TIS die geradlinigen Verlängerungen zweier entspre- 
chender Elemente, u, o die Coordinaten ihres Schnittpunktes jS, so 
haben wir nach den frflheren Bezeichnungen 



Anmerknog. Wenn man sagt, dai recbtwiDkligo OoordinalMifjstem, 
Termitieki dcMon man einen beliebigen Kegelechnitt dvreb eine Gleichung 
derttelU, habe nichts mit dem Kogelicbniu selbst tu tan, so iit des Im A11> 
gemeinen richtig; et wird aber onricbtig, wenn, nachdem dureh eine leichte 
'nrnnsformetion die Hauptaxen entdeckt worden siad. der Kegelschnitt auf 
diese als Coordinntcnnxcn bezogen wird; denn die ITauptaxen sind doch 
sicher nicht eCwes dem Kegelechnitt Fremdes. Die Transformatton muss mit 
ins Ange gefesst werden ; sie muss gleiA bei der Erfindung Yon Coordinaten- 
tjUemen massgebender Factor sein. 
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worin 

U — U — ^ 

ZU substituircu ist. 

Also wird die Gleidinng dor Schnittcnrve: 

OiUnot man die (i!oi( Imiiu nach ihren Variahein t*, r, so werden die 
Glieder der höchsten Dimension: 

von welchen allein bekanntlich die Form dos Kegelschnitts abhängt 
Tranaformirt man diesen Ausdruck durch Drehung des Coordinatca- 
systems, also vermittelst der Formelo 

u «=» n'cosi)- — < 'siiit^ 

V «= u'sin^+v'cos^ 

auf die Hauptaxonrichtuugcn , so bestimmt sich der Winkel 0 dorcb 
die Gleichung: 

und die Glieder zweiter Dimension der transformirten Kegelschnitts* 
gleichung werden: 

+ '''+"^co«2»- .io2»]rV. 

Sei das Verbältniss der Hauptaxcn durch k bezeichnet, wobei i 
für die Ellipse reell gesetzt wird, also fflr die Hyperbel rein ima* 
ginär. 

Man bat also: 

+ "li) «^os 2<'^ - \~{bi — a, ) aiu 2.^ 

^1 — Oi — (^1 4" cos 2^— (Äj — «i) sin 

Der besondere Wert Xr' » +1 giebt den Kreis, der Wert Xr* = — 1 
die gleichseitige Hyperbel, der Wert 

B Kuli oder Unendlich 

die Parabel. 
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Man findet hieraus fQr die CorrelatioB leicht folgende Resultate: 
Wenn der Kegelschnitt ein Kreis werden soll, so muss 

sein; soll er eine gleichseitige Hyperbel werden, so muss 

dx dy 

sein; soll er eine Parabel werden, so muss 

^Bx By^\Bx By) ^ 

sein. 

Verlangt man endlich Kegelschnitte, deren AxenverhUltuiss durch 
eine gegebene Zahl h dargestellt wird, so muss fUr diese die Glei- 
chung erfüllt werden: 



Anmerkung. Die Comb ination der beiden oben gefandenrn Gleichungen 

tg2if, 



*a —Ol 



fohlt auf eine intereüsante Aufgabe der Integralrechnung, welche das Problem 
der conforrocn Abzeichnungen als speciellcn Fall in sich enthält. Verlangt 
man nämlich, dtiss und 1* constant sein sollen, so giebt das zwei lineare 
partielle Differentialgleichungen mit const«nten Coefficicntcn. Die geometrische 
Fassung des Problems ist diese: 

Correlationen zu finden, deren Schnittcurvcn entsprechender StrahlbQschel 
ähnliche und nxcnparallele Kegelschnitte werden. 

Lässt man die Axenrichtnngen der Kegelschnitte mit den Coordinatenaxen- 
richtangen identisch werden, wodurch der Charakter des Problems keine Aen- 
derung erleidet, so werden die Diflerentialgleichangen diese : 

a| ^ By\^ Bx'^B y _ const 

dx^ By* ^ 

Bx By 

Arcb. d. ÜAtb. a. Phya. t. Reihe. Teil I. 17 
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Die erste dieser Gleichmigeii, welche «ngiebt, wann der KegelBehiütt 
ein Kreis wird, kann aal reelle Weiae nur dadurch erflUlt werden, 
daaB man 



0, 



+ £ = 0 



bc t/t ; das isiud aber die Bedingungen der ersten Art der CouformiUt. 
(Congrueuto Strablbttschel mit gleichem Drehuugssinu). 

Dagegen iai die zweite Gldchong, die Bedingang für die gleidi* 
seifige Hyperbel, nor eine der bdden Bedingungen für die Con- 
fonnitftt zweiter Art 

Eine andere Aufgabe von fundamentaler Bedentang besteht darin, 
die analytische Bedingung dafür anlsttauchen, dass die Schnittearve 
anatatt eines Kegelschnittes eine gerade Linie wird. 

Da wir wissen , duss iu diesem Falle die Gerade i^ii die Rich- 
tungen eines Paares entsprechender Strahlen angiebt, so ist die Auf- 
lösung leicht Es folgt namüch aus dem so eben Gesagten, dass in 
diesem Falle 



ein Paar entsprechender Werte i, r sind, nnd daher die Ftendsr 

dnrch die Substitution dieser Werte erfüllt werden muss. 
Das giebt: 



0, 



weldies die gesachle 



der Linearitftt der Sehnittenm ist 



Alle partiellen Differenlialgleichnngen, zn welchen wir gelangt 
sind, können in zwoühcher Weise zur Anwendung Icommen, Ent- 
weder handelt es sich nm die Untersuchung einer gegebenen Cor- 
relation, wo dann die partielleu Düferentialgleichangen algebraische 

Gleichungen werden, dnrch welche in dem /^Gebiete und dem ent- 
sprechend in dem /I-Gebiete Gurren diarakterisirt werden, deren 

Punkten die botretfenden Eigenschaften zukommen; oder man sucht 
besondere Arten von Correlatiuncn , weiche einer oder zweien der 
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partiellen DiflferentialgleichuDgen Überall Genüge leisten, was eine 
Aufgabe der Integralrechnung ist. 



Die Gleichung 







+(1 -*) 













0, 



die Bedingung der Linearität der Schuittcurve , mag in dem zu- 
tzt genannten Sinne in Betracht gezogen worden. Dieselbe be- 
zt die Eigenschaft, sich auf eine abhängige Variabcle bringen zu 



le 

sitzt 
lassen. 



i genannten sinne in Deiracni gezogen weraeu. i^ioseioe oe- 
dio Eigenschaft, sich auf eine abhängige Variabcle bringen zu 

Q. 

Setzt man nämlich 



so lässt sich Alles durch z und dessen partielle Differentialquotienten 
ausdrücken, und die partielle Differentialgleichung nimmt, wie mau 
leicht sieht, die sehr einfache Gestalt an: 

B' _i_ B» 

Bx+'-By-^' 
Diese Gleichung besitzt die Lösung: 

y-b 

Z «=s . 

x — a 

wenn a und b Constanten sind. Man kann dieselbe bekanntlich nach 
dem Princip der Variation der Constanten verallgemeinern, indem 
man 

b = <jp(a) 

and 

Bs , Bz db 



Ba~ Bh ■ da 



setzt 



Man erhält dadurch in uuserm Falle: 

y — b 
da X — a 

Die geometrische Deutung dieser Resultate ist leicht. Betrachten 
wir zunächst den einfacheren Fall, von welchem wir ausgegangen, 
dass a und 1 C'onstaute sind. 

17* 
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Die Oieicbung 



v—y 



y-b 



X — a 



sagt ans, dass die Gorrelation die Efgenschaft haben mms, das« 
jedes Paar entsprechender Punkte P, II mit einem festen Punkte C, 

dessen Coordinatcn a, b sind, in einer geraden Linie liegt. Dadurch 
allein ist aber »lie Gorrelation noch nicht bestimmt, und die Ver- 
voHständigunj? ist im Allgemeinen in unser Belieben gestallt; luau 
kann das geohietrigch so ausdrucken, dass man sagt: es darf eine 
beliebige Curvenschaar , welche nur von einem Parameter abhängt 
(d. i. deren Individuen durch die Werte dieses Parameters bestimmt 
sind), hinzugefügt werden. 

Wir wollen nun die allgemeine Löaang ins Auge iasseo. An 
die Stelle des Punktes C tritt eine beliebige Corve: 



Da ^ die trigonometrische Tangente der im Punkte (o, b) an 

Jene Curve gelegten Tangente ist, so sehen wir ohne Weiteres, dass 
an die Stelle der durch den Punkt C gehenden Geraden hier die 
Tangenten der Cnrve treten. 

Wir könn^ diese Betrachtnngen zu folgendem geometrieeben 
Theorem zasammenfassen: 

Weuu mau eine beliebige, nur von einem Parameter abhän- 
gende Curvenschaar und ausserdem eine einzelne Curve C hat , und 
wenn man aus diesen Elementen eine Correlation iu der Weise con- 
struirt, da'js man Tangenten au die Curve C legt und irgend zwei 
der Schnittpunkte einer Tangente mit einer Curve der Schaar als 
entsprechende Punkte der Correlation auffasst, s« hat die Correlation 
im Allgemeinen die Eigenschaft, dass die entsi)rechenden Strahlen 
der zu J\ II gehörigen Strahibttschci sicii, hinreichend verlängert, 
auf einer Geraden schneiden. An die Stelle der Curve C kann, 
wenn man will, auch ein Punkt C treten. Ausnahmefälle, iu 
welchen die Schnittcurve keine Gerade wird, sind denkbar and 
müssen bei jeder besondem Wahl , welche man trifft, besonders auf- 
gesucht werden. 



Anmerkung. Es sei noch bemeikt, kiatsi» diese CUeiäe von Corr«lalioQCO 
unendlich viele sich selbst entsprechende Pnokte beMtftt, wel^« niMmww 



Wir haben jetzt: 



da 



9 — ^ __, V^lf 
X — a i — 9 
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So Iiat die Integnlredmiiiig vermdge der dnfuhsten Betrach- 
tnogen ra einem geometriacheii Theorem von aUerdings bedeutender 
Gomplicetioii, aber aiieb von flberrascbeiid groMer Allgemeinbeit 
gtAdui. 

Die Existenz vou Ausuahmefällen , welche überhaupt eine cha- 
rakteristische Eigentttmlicbkeit der Theoreme von dieser Art bildet, 
kann meines Erachtens dos Interesse, welches sie gewähren, nicht 
vemindern; eher könnte sie dasselbe erhöhen, indem das Aufencben 
dieser Ansoahmeftlle semerseits einen Leitfaden für die Untersncbting 
der betreffenden dasse von Gorrelationen an die Hand giebt. 

Ich werde einen specialen Fall, wekhor sich als oin solcher 
Ausnahmefall erwiibeu wird, iu iietraolit ziehen, was auf ein be- 
kanntes Theorom aus der Lehre von den Kegelschnitten und den 
entsprechenden Satz für höhere algebraische Curvea führen wird. 

Eine der am bfttiügstea imtenoditen Cnrvmigruppen ist ein 
K^sefanltlbfiscbel, das Ensemble der Kegelschnitte, welche durch 
visr gegebene Pnnkte hindurchgehen. Dasselbe wird, wenn 

V) - 0, Giß, - 0 
die Oleichmtgen zweier seiner Kegelschnitte sind, dnrch die Gleichnng 

dargestellt, wo p der die einzelnen Kegelschnitte des Büschels cha- 
rakteriiirende Parameter ist 

Versteiit man aber unter i^=ü, G=^{) die Gleichungen be- 

O 

liebiger anderer Gnrven , so eharakterisirt die Oleichnng p ein 

beliebiges Gurvonbüschol. 

Wir wollen ein solches anf folgende Weise anr Constraction einer 
Correlatlon benntzea: 

Seien A irgend swei der MitMpnnkte des Bttschels (nftmlich 
der gemdnscfaaltlichmi Sdhnittiinnkte sftmmilicher Cnrven), so werde 
dwch (Heee Pttnhte eine Gerade also eine gemeinschafUiche Sehne 



eme Canre bilden ; man findet sie , indem man an die C-Curve und je eine 
Corrc der CurTcnschaar die pcmeinschtiftliche Tf\n{;«>nte constrairt. Dieses ist 
»0 fco fern eine besondere Etf^rrnachalt, uls Correlationen im Allgemeinen, 
Wie wir Y^eispielsweise bei der CoUineation gesehen bAben* nur eine eqdliche 
«ieb lelbft eataprechender Funkte betiMeo, 



Digitized by Google 



262 Smniot Okbtr Br^^MOt md pmrtUUt 

des BttBcheU — gelegt und taf dieser ein Pnnirt C angenomnai; 
legt man durch C eine beliebigo Gerade, so sollen swei der Sehnttt- 
ponkte der letztem mit einer Corte des Bttschels swei entsfirecheBde 

Pnnkte P, II sein. 

Die Definition ist freilich in so fern noch nicht ganz bestimmt, 
als noch nicht gesagt ist, welche der Schnittpnnlite gemeint irer- 
den. Für die hier su machende Anwendnng genflgt es, festmetaeii, 
dass es dlojenigen Pnnkte sein sollen, weUshe^ wenn sich die Gende 
CPU in der Richtung nach CAA hin dreht, in dem HooMni den 
Zosammenfidleos beider Linien respeetlve mit A, A identisch werden. 

Diese Correlation soll iu der Nähe der Punkte v!, A, welche 
als Mittelpunkte entsprechender Strahlbttscbel aafzufassen sind, unter- 
sucht werden. 

Seien x-}-dx^ ^H~''y Coordiuaten eines Punktes in der Nähe 
von A uud te + rf|, r}-\-dfi die des entsprechenden Punktes in der 
Nähe von A, so haben wir, weil nach der Definition der Gleichungen 
G '^0, 0 für die Coordinaton der Mittelpunkte A erfiUlt 
sein mttssen: 

dG . da ^ , dG , 

(Sf TS? — JP — 8f Bf ♦ 

so dass also zwischen deu trigüuometrisehcu Tangenten ^ 
=- t die lineare Beziehung herrscht: 

0\x)^G'(y)_J G' a)+G\ri).t 

Die beiden Tangentenhflschel stehen demnach in projectivisdier 
Besiehung, und es gilt jedenfells der Satz: 

Jedes Curvenbaschel hat die Eigenschaft, dass die in zwei Mittel- 
punkten des Büschels an jede seiner Corven gelegten Tangenton 
sich auf einem Kegelschnitt treffen. Ausgenommen ist natürlich der 
Fall, dass die Determinante der Functionen für die Coordi- 
uaten eines der Punkte A oder heider entweder verschwindet, 
oder unstetig wird. 

Da die Correlation, mit welcher wir uns hier beschäftigen, in 
die Classe derjenigen gehört, für welche oben das allgemeine Theorem 
gefunden wurde, dass die geradlinigen Verlängerungen entsprechender 
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Strahleo zweier Bttschel sich auf einer Geradea scbaeiden, so mflBSte 
der forfain genannte Kegelschnitt in Gerade degeaeriren, wenn die 
Pankte A keine Ansnahmepnakte wiren. Man erkennt aber leicht, 
da« sie wirklich als Ansnahmepankte anlgefesst werden massen; 
der ünslaDd, dass der Punkt C, der doch fhr die Gonstniction der 
CorrehitiOD sehr wesentlich war, ans den letsten Betrachtangen ganz 
hcnuisgegangeü ist, deutet schon daraaf hin. Wir habim daher Ver« 
aahMang, das Verhalten der sn den Punkten A, A gehörigen Strahl- 
bosdiel genaaer sa nntersiichen. 

Wenn sie perspoctivische Lage haben sollten, so rottsstc unter 
den onendlich vielen Paaren entsprechender Strahlen eines sein, 
welches, hinreichend verlängert, xasanunenfiele; oder, was dasselbe 
ist: eine Gnrre des BOschels mflsste die Gerade ilA doppelt, nftm- 
lich in den Pnnkten A und A berfthren. 

Die Gleichung 

G'Jx) + Gf^W .* ^) + ^(^M 

der protiectivischen Beadehuog mOsste daher erfttUt werden, wenn man 
in sie 

hiueinsetzt. Es miisste also für die Coordinaten $ und | , i} der 
Pankte A und A die Gleichung bestehen: 



(l-x)G\x) + (t, - y)6^'(y), U - x)G'^ + (12 - y)G\ri) 



0. 



Die weitere Untersuchung wird am einfachsten, wenn mau nach der 
bekannten Methode die Functionen U durch Einführung einer 
dritten Variabein, welche hernach gleich 1 gesetzt wird, homogen 
und von den Sfttzen über homogene Functionen Gebraueh macht 

Man erhftit auf diese Weise die Identitftten 

^(*. y) - /(^, yi *) - ^ (V'(^)+y/'(y)+^/'(»)) 



md da« Entsprechende Ihr I, ly, and t = 1; andb Ist 

F'{m) -/'{») 

Ii. 8. W. 



für X = 1, 
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Da nun nach der Yoranfiaetzujig F(x^ y) €^ Cf(p^ y) » 0 ifii, 
so folgt, dass mao 

•/'(») 

aetzeu darf, und Analoges gilt lur ^ ij. 

Die Substitution dieser Ausdrücke in die linke Seite der frag- 
lichen Gleichung liefert: 

l/'(»)+n/''W+*m «/'({)+ifm+J/'(t)l, 

da 2 « ( = 1 ZQ seteea ist, so darf man auch schreibeii: 

sind nun die Foactioneii F und O specieU vom sweiteii Gnde, so 
ist bekaontUch 

and die vorsCebende Detenninaate erhilt daher in diesem FaUe wU- 
lieh den Wert Noll, wtiurend sie ftr andere FiinGtionsforaie& im 
Attgemeinea nicht verschvpindet 

Wir haben demnach den aas der Theorie der Kegelschnitte be- 
kannten Satz bewiesen: 

Wenn das Curvcubüschel ein Kegelschuittbttschel ist, so schneiden 
sich die entsprechenden Tangenten der beiden TaugentenbOachel aof 
einer Geraden. 

Wenn nar eine der beiden Fnnctionen F, G vom sweiten, ^ 
andere vom ersten Grade ist, so bedeutet dieses eine Gruppe von 
Kegelsohnittea, welche einwder ihniich sind, gleiche Hanptaxea- 
richtnngen haben mid ausserdem dnrch swel gegebene Punlrte hin- 
durchgehen. Aach für diese gilt der so eben bewiesene Satz. 

Vergleichen wir die drei letzten Theoreme mit einander, so er- 
scheint das zweite als eine Ausnahme des ersten, das dritte als eine 
Ausnahme des zweiten und daher der Haaptregel entqf»rechead. 

Die Kegelschnitte bilden hier einen Gegensatz zu den höhera 
Cnrvcn; ein solcher Gegensatz trat auch j?loioh am Anfange hervor, 
indem bei der üntersnchiiug entsprechendiT Srrablbüschel sich Ecigta, 
dass hierbei — vom Standpunkte der rorrchition betrachtet dio 
Projectivität und demnach der Kegelschnitt die Begei, jede aodiarc 
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Boadebniig swilcheii Strahlbttsctieln und demnach jede aDdore Schnitt- 
corre die Ansnabme bildet Ob diese Betrachtnngswelso die 
oatfirliehe ist, wage icli fireilich vor der Hand nicht zu eot^ 
scheiden. 

Ich möchte damit diese einfachen Bctrarlitungen «?ch]i( sseu ; irb 
beabsichtigte damit vornehrnlir)!. in I 'riimerung zu bringen, wie man 
mit den alteren Hilfsmitteln der Aualysis und vor Alien vermittelst 
der Cartesius'scheu Coordinaten ohne grosse Rechnung der syntheti- 
schen Geometrie doch erhebliche Dienste leisten kann. Damit soll 
den gegenw&rtig in der analytischen Geometrie mit so grossem £r* 
folge angewandten homogenen Coordinatensystemen keineswegs zu 
nahe getreten werden; aber die rechtwinkligen Coordinaten sind 
darchaas n&cbt fftr die Geometrie Teraltet; sie sind fOr dieselbe Yiel- 
«ehr nach wie tmt als fandamentalea Ooordinatensystem von 
grösster Widitigfceit, ebenso wie fftr die Mechanik nnd aus denselben 
Grttnden. 

Ausserdem giobt es Gebiete in der Geometrie, flir welcbo sie 
recht eigentlich geschalfen sind und vor jedem andern Coordinaten- 
system den Vorzug verdienen. (Beispiel : die £ntwickelang der Sym* 
metrieeigenscbaften der Kegelschnitte). 

Dass sie nicht überall hingehören, ist ohne Weiteres zuzu- 
geben, aber iiussolbe gilt von allen auderu Cuuidmateusystemen, auch 
von den triliueareu. 

Eine anf Inndamentalen Principien begründete nnd dabei doch 
mfl^chst detaillirte vergleichende Kritik der verschiedenen Goor- 
dinationsmethoden (Coordinatensysteme nnd Correlationen) , verbun- 
den mit Proben ihrer Leistnngsfthi^eit dQrfte die sowohl dem phi- 
losophischen ab dem spedell geometrischen Interesse entsprechendste 
Einleitung in die wissenschaftliche Creometrie ~ analytische sowohl, 
sls anch synthetische — sein. Vielleicht würde Mm derartige Kritik 
anch ans zureichenden Grfinden benrteilen lehren, was in der Gco- 
metne sich naturgemässer durch Calcul und was natnrgemässer 
^srcU syulhetiäcii-gconietrische Betrachtung machen lässt 



Anmerkang* Wenn eine genitctate Darstellung uns aU „systemlos*' 
weniger suMgt, so hat das seinen guten Grand darin, dass bei dcrartigea Dar<- 
»tcllangen — allerdin^js mit Ausnahme des Steiner'schen Meisterwerkes — 
»obl seifen in der Auswahl dessen , wns anf die eine oder die andere Art su 
behaodeln isl} principiell verfahren wird. 
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XIIL 

BeleuctatOBgs-Constructionen für Flächen, deren 

zu einer Achse normale Schnitte ähnlich 
und ähnlich liegend sind, bei orthogonaler und 
bei perspectivischer Darstellung. 

Von 

Herrn Jo8ef Bazala, 

Lehrar dar MaUitiiiatik und der darstellen L n Grometrie an der ÖffiMitlacIwi 

ObemalMshBle in der Joee&tedi in- Wien* 

(Mit 8 Taftla.) 



S. 1. 

Betoveliloift-€oBgtnietloB«B flr Plleben, ^evea la elaer AehM 
iMiniale SeliBltte ibnlleli nad ahalleh llegead tMf M gewiteUeher 
Dant«n«Dff dnreh Onnd« «ii4 AoMat. 

Die Flächen , deren Belenchtungs - Constructiouen Gegenstand 
dieser Abhandlung sind, werden durch zwei Systeme von ebenen 
Corven charakterisirt; die durch eine bestimmte Gerade Ä [Taf. VL, 
Fig. Ij gebenden Schnitte M, Mi, lassen sich anf einander 

in zu dieser Geraden normalen Richtungen projiciren, während die 
zu derselben normalen Schnitte P durch OentralprcdectioneD aas 
Panktea dieser Geraden A in einaader flbeigeben. Wir nennen nach 
Professor Schlesinger die ersteren Linien Seitenlinien, die letsterea 
Formlinien nnd die Gmde A Scheitelgerade der Fläche 



*) Josef Schloein^'or ^Uie dartteliende Geometrie im Sione der neueren 
Geometrie". S. S&d, Wien. 
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In Fig. 1. der Tafel VI. sind uns von einer derartigen Fläche die 
Schcitclgeradc ^1, eine Formlinie /* und eine Seitenlinie M gegeben. 
Um die Isopboten der dadurch bestimmten Fläche für eine gegebene 
Lichtstrahlenricbtnng l darzustellen, werden wir die Isophotcnpunkte 
einzelner Seitenlinien derselben construiren und sie dann entsprechend 
verbinden. Sollen beispielsweise die in der Seitenlinie liegenden 
Isophotenpunkte bestimmt werden , so suche man die Lagen K der- 
jenigen Ebenen auf, welche die gegebene Fläche in diesen Punkten 
berühren. Diese Ebenen müssen sämmtlich zu der im Punkte an 
P geführten Tangente parallel sein und mit der Lichtstrahleu- 
richtnng l Winkel einschlicssen, deren Sinus respcctivo 0, O l, 
0-2, 0-3 ... 0-9, 1 sind. 

Um diese Ebenen möglichst einfach zu erhalten, legen wir in 
einer Uilfsügur la durch einen in der vorticalon Projectionsobene 
liegenden Punkt Ä einen Lichtstrahl l und construiren zehn Rota- 
tionskegol mit dem gemeinschaftlichen Scheitel S und der gemein- 
samen Achse /, denen die Beleuchtungsstärken 0,01, 0 2, 0 3 ... 
0 • 9, 1 entsprechen. Klappt mau die horizontal projicireude Ebene 
von Z, welche wir in der Folge wegen ihrer grossen Wichtigkeit 
Lichtrissebone nennen wollen, um /' in die horizontale Projections- 
obene um [A", /*' senkr. x, S'Sq senkr. Ä'S = S'S", Sq?/], trägt 

dann auf der zu Zq normalen Geraden Sq 10 eine beliebige Strecke 
zehnmal auf und projicirt die dadurch entstandenen Punkte in der 

Richtung Iq auf den aus Sq mit dem Radius iS^iO geführten Halb- 
kreis so schlicssen die durch den Scheitel Sq und die Punktreihe 
k-Q gehenden Strahlen mit /() Winkel ein, deren Sinus respective 0, 
O l, 0-2, 0-3 ... 0 9, 1 sind. Durch Rotation dieses Büschels Sit 
nm den Lichtstrahl / entstehen die oben genannten Kegel. Zieht 
man nun durch S eine zu [Fig. 1.] parallele Gerade und legt 
durch dieselbe an die zehn Kegel Berührungsebenen A", so müssen 
zu denselben die durch die gesuchten Isophotenpunkte der Seiten- 
linie Ml gehenden Berührungsebeneu der gegebenen Fläche parallel 
sein. 

Damit die einzelnen Berührungsebenen des Kegelbüschels leicht 
und genau construirt werden können, wurde derselbe durch eine 
durch S' [Fig. la] gehende und auf l normal stehende Ebene m«f>o 
[S'Sq senkr. geschnitten und der Schnitt, welcher aus concen- 
. trischen Kreisen besteht, deren Radien sich im Lichtrisse auf S'O^ 
ergeben, um die Trace mn in die Grundrissebene umgelegt [S'O^ — 
S'Oq ...]. Einer dieser Kreise schrumpft in den Punkt zusam- 
men, während ein anderer unendlich gross wird-, sowohl diese Kreise 
als auch die zugehörigen Kegel wollen wir mit den Zeigern 0, 1, 2, 
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3 ... 10 bezeichnen. Nun hat man von der borizontalen, zu 
[Fig. 1.] paralldeti Geraden Sd [Fig. la] den Dorchschnittsponkt «I 
mit der Ebene mno beatimmon und von demscihcn Tangenten an 
die concentrischen Kreise zu führen, dnrcfa welche dann die sn <be- 
stimmenden BertUunngaebenen E der Kegel gehen mOssen. 

Weil die dm einzelnen Seitenlinien 3/,, 3/», Af^ ... der gegebenen 
Fläche entsprt chtiiden, durch > iiacli den Richtungen f^, i, ... 
zu führenden Geraden sftmmtlich liuiizontal sind, bestimmen wir die 
horizontale Projection D' [Fig. la] des Durchschnittes /> der darci] 
S gehenden horizontalen Ebene mit der Ebene m n o des Kreis- 
büschels [S^,D^, ^ l\ D^iy Wmu] und die ümleguüg />j desselben 
[S'o = S'J)^, n/), fwn]. Wird nnn S'^r parallel zu [Fi? 1.] 
geführt, so ergiltt sich schon in der Geraden D' [Fig. la] der Fuukt 
fJ' lind durch Führung der zu /' paralieU»n Goraden </'</, in der Ge- 
raden />] die Umklappung r/, des Durchstosspunktes d. Man kanu 
unmittelbar erhalten, wenn man einfürallemal o@ gleich der Ent- 
fernung des Punktes S' von der Geraden D' macht nnd miBtatt durch 
durch den Pookt S die Parallelen za den Tangenten von P lieht 

Die durch r/, uu den Kreisbüschel geführten 1 angenten schneiden 
die liorizoutalLrace mii in den Punkten a, 4, 3, 2, 1. 0, 1, 2, 3, 4, 
.'). Nun denken wir uns liie Ililfshgur la mit der nanj>ttigur 1 so 
vereinigt, dass auf A\ mn auf mn und der Ilaumpunkt S in die 
bchcitelgerade .1 zu liegen kommt. Werden dann durch die Punkt- 
reihe mn die zu tf parallelen Horizontaltracen der durch »S gehen- 
den Ebenen K ir< fuhrt *) , so liefern dieselben auf eine Punkt- 
reihe, welche, mit S verbunden, die Schuittgeraden der Ebenen E 
mit der Ebene der Seitenlinie 3/, liefert, so dass dann diese Geraden 
die Piichtungen der Tangenten vorstellen, welche Af, in den ge- 
suchten laophoteninnikten berühren. 

Nnn denken wir nns die Seitenlinie sammt dem Bflachel 

SMi auf die Ebene If in der Richtung a^a projicirt, was dnfoeh 
durch die blosse Projection der Punktreiho Mi auf M' geschieht 
Projicirt man schliesslich dieses Gebilde 3/ in der zur Projeetions- 
achse normalen Richtung a'x auf die zu ar^ parallele Gerade S'x^ 
SU ergeben sich in der Hilfstigur durch den Büschel f^'r die Rich- 
tungen der verticaien Projectionen T" der an M zu luhreiiden Tan- 
genten. Ist \f" eine beliebig gezogene Cnr>e, deren Eutstehunprs- 
gesetz nicht bekannt ist, so ist es am /weck massigsten, ihre Evolute 
hf' zu zeichucu, in der Nebenfigur aber statt des Büschels S^'x den 

Normalbnschel Smn desselben dadnrch zn constntiren, dass man 

•) Mrhrere der nun folgenden Parullclprojectionen sind in der Figar 
nicht üargcsuiUt, weil iie bim der ErklSniug wegen »ogeiäbrt werden. 
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einfttinemal nach S^Sm anflrttgt und die Paiiktr«ihe S^x um W 
aaefa n draht« das beisst, in der Biehtang 2/ [Fig. 1., 8'f= ^ 
auf die Gerade 8fz projicirt. Anstatt aber die Panktreifae Hin zuerst 
in der Biehtang e,, o,' anf 3//, Ton hier in der Ricfatnng a,'o' auf 
3f|\ dann in der Richtung a'x aaf S'x nnd schliesslich in der Rich- 
tung rf auf S'z zu projicircn, kaun man iü der Hilfstigur die Puukt- 
reihe m« sofort in der aus der Hauptfigur isich ergebenden Richtuug 
e,/ auf den Trflger S'z projiciren. Werden dann zu den Strahlen 
des Büschels S„z parallele Tangenten au die Evolute K" gezogen, so 
treffen dieselben M" in den gesuchten Herührungspunkt^'n (4)", (3)", 
(2)", (1)", (i>)" der Taugenten T". Damit mau in der Hilfstigur 
nicht Punkte auf den Träger S'z j>rojicire, welche man bei 3/" nicht 
anwenden kann , ist es zweckmässig , durcb S-,, zwei Strahlen Smz zu 
führen, welrbo zu den Normalen der Endpunkte der Curve AJT' pa- 
rallel sind; dann braucht man nur die /wischen die beiden sijh er- 
gebenden Punkte z zu liegen kommcuduu Puukte der Reihe zu con- 
struiren. Projicirt man nun die auf M" construirten Puukte zuerst 
nach M\ von hier nach in der Richtung a\' und zuletzt iu 
den Aufriss, so ist eine Gruppe Ton Isophotenpnnkten dargestellt 
Von den Punkten der Selbstscbattengrcnzo muss man wegen der Con- 
straction des Sielilagschalitens ancii die nnsiehtbaren Proiectioneu dar- 
Mlen. 

Der in der Nebt nligur zu f/jO^ normale Strahl des Büschels «/^ 
liefert bei obiger Consti uction diejenigen Puukte der Seitenlinie iW,, 
weichen ein Maximum der Beleuchtungsstärke zukommt Es ist leicht 

einauehen, dass man durch Unterteilung der Scala ^10 Punkte 
einer beliebigen Beleuchtungsstärke erhalten und auch zu jedem 
Ptmkto der gegebeneu Fläche dnrcb Ansfäbmng obiger Construction 
ia nmgekebrter Aufeinanderfolge der Belencbtnngsstftrke bestimmen 
kaaa. 

Damit man bei der Behandlung einer Seitenlinie die von der 
früheren herrührenden I'unktreihen 7/t n, as, M" und M' ausradireu 
künne, ohne dass dadurch die ganze Figur ungenau wird, ist es not- 
wendig, voriTst ilKjraigeu Linien, auf welche unsere Construction 
gegründet ist, mit Tusche ganz düuu auszuziehen. Die ganze Arbeit 
wird bedeutend vereinfacht, wenn man die Coustructioneu der Iso- 
pboteopunkte auf allen Seitenlinien M^^ deucu dieselbe Tangeu- 
teorichtong u entspricht, unmittelbar nach einander vornimmt, 
weil man dann für dieselben nur eine Punktreihe mn darzustellen 
bnndit, welche für die Seitenlinie Mf in der Richtung aaf den 
Triger m zn projicirea ist 

Die in- der Neheutigur durch zu fttbrenden Tangenten treten 
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immer paarweise auf-, wenu daher mit einem der Schnittponkte 
des Kreisbüscbels uud der Geraden y>i, z. B. mit dem Puakte df 
zusammenfällt, so ergeben sieb bei dem betreifendon Kreise zwei XK- 
sammeufi&llcudo Tangenten t^. Führt man dann parallel zu an 
r' [Fig. 1.3 Tangen «9, so bekommt man dadurch die dem Punkte 
flj (uitsprechcndon Seitenlinien li&nn nach dem allgemeiiieB 

Verfahren ihre Isophotenpunkte darstellen. Die Doppeltnngeote ^ 
liefert dabei Immer zwei znsammenfellende Isopholanpnnkte 9, so 
dass die in diesen Doppelpunkten an die Seitenlinie der Fliehe ge* 
fahrten Tangenten aneh Isophotentangenten Bind. Man bekommt 
sie am einfochsten, wenn man die Tangente [9]"« der Seitenlinie M 
zieht und ihren in liegenden Schnittpunkt a markirt. 

Cottstruirt mau die Isophotenpunkte, welchen zu ^ nonnnle 
Tangenten I3 [Fig. 1.] entsprechen, so sind dieselben zugleich Pookte 
der Verticaloontour, für welche die zugeh^^rigen ContourtaugenteD^ 
welche auch Tangenten der Anfrissisophoten sind, sich auf die oben 
angewandte Art ergeben. Von d& grössten Wichti^elt fOr dos 
Zdchnen der Isophoten sind auch die beiden In der FIftchenkante M 
liegenden Reiben von Isopboteupunkten. 

Bei der zu l' normalen Tangente von 7", durch deren Be* 
rtthmngsqunkt diejenige Seitenlinie Äf^ gehen mnss, in welcher 
der Liehtpoi 10 liegt, fahrt das allgemeine Verfkbren zu keinem Re- 
sultate. Da jedoch die zu suchenden Berflhrungsebenen den Kegel- 
baschel In deigenigen Erzengenden berahren, welche in der Lldit- 
rissebene liegen, so ergeben sich Punkte ihrer zu m» parallelen 
Horizontaltracen im Durchschnitte der Geraden t mit dem Bflscbel 
<S^^o• Dia Richtung, in welcher diese Punkireihe auf 3*m zu pro- 
jidren ist, erhalt man in der Hauptfigur in 04/ durch den Durch- 
schnittspunkt «4 von «4 mit V, 

Weuii die beleuchtete FUcbe eine Horizuutalcoutour besitzt, so 
sind die Isophotenpunkte derselben für das Zeichen der Gmndiiss- 
isophoten sehr notwendig. Da die zugehörigen BerQbrungsebenen 
B&mmtlich vertical sind, haben wir durch S eine verticale Gerade za 
führen, welche die Ebene mno in 8' trifit, aus welchem Punkt» die 
Tangenten des Ereisbasdiels zu ziehen sind. In diesem Falle er- 
geben sich die Horizontaltracen dadurch am einfachsten, dass man 
diese Tangenten durch Znrackfahrung ihrer in Uogendea Punkte 
in den Raum aufdreht Der Baschel 8*D' stellt dann, die horizon- 
talen Projectionen dieser Tangenten und daher auch die gesuchten 
Tracen vor, deren Riehtungen, welche allein iOr die weitere Gonstmction 
notwendig sind, man aber einfhcber in dem Basehel SO, erhält 
Die nach diesen Richtungen an die Horizontalcontonren zu ziehenden 
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TMigoDten liefern Isophotenpankto und im Grandrisse aoeh laopboten- 
taogenteD. Um aber diese Contouren nicht Torerst seiehnen m 
mllMeii, kann man die Tangenten an die ibr Ähnliche Fomüinie P 
aieheiiy die Berabnngspnnlcte mittelst des AehnUchheitspnnktes 
tthertragen und znletst die verticalen Projeetionea bestimmen. 

Hat man eine fOr das Zeichnen der Isophoten hinreichende An- 
zahl von Punkten construirt, so kann man auch einfach durch schiefe 
Projection der oonstmirten Punkte der Selbstschattengrenze erhalten. 

Ist 3/" vom zweiten Grade oder ciiir andere Curve, deren Tan- 
genten- oder Normalen-Constructiou bekannt ist, so wird man nicht 
die Evolnte E" constrniren, sondern die Normalen oder l angcjaten 
von durch die Hilfsfigur gegebenen Richtungen bestiminen. In Ictz- 
tei*era Falle ist unsere Coustruction ein wenig dahin abzuändern, das^ 
durch dieselbe in der Hiltstigur statt des Normalbüscbels Shz der 
Tangentenbttschei S"x resoltirt 

§. 2. 

Belenehtangs-dnistnietloneB ISr Fliehen^ deren in einer Aehse 
Mnwle Sehaitle IhnUeh und Shnlleh Hegend sind, bei axenometri* 

seher Itantellnag« 

Bei axonometriscber DarsteUnng ist eine Fla4die der im vorigen 
Paragraphen eharakterisirten Artdnrch die Bilder der Scfaeitelgeraden 
BC [Tai Tl., Fig. 2.], einer Formlinie Pnnd einer Seitenlinie, durch 
den Dnrcbstosspnnkt A yon BC mit der Ebene P und den Neigungs- 
winkel V der letzteren gegen die Bildebene vollkommen bestimmt In 
unserer Figur wurde angenomraeu, dass sämmtliche Seitenlinien Halb- 
elHpsen sind, wilcbc durch die von A gleich weit entlernteu gemein- 
bchaftliciieu Scheitel B und C gehen, so dass durch diese Bedingung 
die Annahme einer gegebenen Seitenlinie entfällt. Wir wollen zei- 
gen, wie man in einen» solchen Falle für eine gegebene Lichtstrahlen- 
richtung /, l' die ConstructiOQ des vorigen Paragraphen am einfacb- 
sU^n ausfuhren kann. 

Wird eine Halbellipse M geflihrt, deren Bild ein Halbkreis ist, 
so lassen sich alle Seitenlinien anf dieselbe parallel projicireu. In 
der Nebenfigur iSa fahren wir dnreh emen Punkt S, 8' einen Licht- 
strahl l\ welcher die zu P [Fig. 2.] parallele Gmndebene der 

Kebentigur in h triflt und drehen dann diese Ebene um die zum Bilde 
SS' normäle Achse x so lange, bis sie den Neigungswinkel v zurück- 
legt und somit zur Bildebene parallel wird, wobei h und V in die 
Lagen (h) und {i ) kommen [AA^Qo:, ha{h) senkr. a{h) = S'h^, 
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WS'iV)"]. Wird nomai ta 8% nnd 8S^ panllel n r gaft&it, 
Bo ergibt sich in 8^' die wahre lAnge der Projidrenden 88' und 
man kann dann in der nmgeldappten Ornndebene das ganse in der 
Figur la conatmirte ebene System mno anf die dort ersiehtliebe Art 

(Iar>tcllou [8',% seiikr. (V), S\% = S'S^, S^ih), SqIÖ scukr. ^(Ä) 
u. 8. w., (^^), (6)]. Dip Grradrii und (f»)(«) dieses ebenen 

Systein('s worden in die urs]>iurjgiicho Lage der Gruu(i<'bene nach 
Dl uud ni •■ aufgedreht, indem mau normal zu sc zieht und die 
Gerade uud die zu ihr parallele mn führt, worauf in der Hanpt- 
tigur die Geraden 7nn uud parallel za den gleichnamigen 

Geraden der HUfsügur za ziehen sind. 

Um nun die in hrgend einer Seitenlinie Mi liegenden Iiophoten- 
punkte za erhalten , sieben wir in der Haaptfignr die Tangente i|, 
welche die Richtung des die gegebene Flftebe nach berfthrenden 
pylinders angibt, and bestimmen die Lage ie^)ß^ in welche dieselbe 
tritt, wenn man die Ebene P um die Achse « in eine zur Bildeibeno 
])arallele Lage dreht Ffthrt man zn dieser Geraden in der Neben- 
figur eine Parallele durch (5), so ergibt sich der Punkt (f/^), aus 
welchen mau au den Kreisbüschcl die Tangeuteu ziehen kann, deren 
Schnittpunkte mit (>/0(u) markut werden. Für die weitere Con- 
structiou deuken wir uns die Hilfsfigur so in die Hanptfignr gelegt, 
dass *S' auf A uud ^' in die Scheitelgerade AB zu liegen kommt, 
und daf5s sich die Geraden a-, mn und (ni)(n) paarweise decken. Weil 
wir uus, wi(i im vorigen Paragraphen, wieder die Seitenlinie 3/, sammt 
ihren Tsopli it« ii;>iinkteu und den durch dieselben gebenden Tangenten 
der beiteulmu ;iiif .IT projicirt denken, haben wir die Punktreiho 
in der Richtung auf die Gerade ww, von hier in der 

Richtung ^, a, aut den Träger iV// und von hier in der Richtung a^a 
auf die Gerade x zu projiciren. Der l^Uschel Sr gibt dann schon 
die Richtungen an, nach welchen an M Tangenten zu fahren siud. 
Um die Richtungen der entsprechenden Normalen zu bekommen, hat 
man diesen Büschel Sx noch um 90'* zu drehen, d. h. die Punktreihe 
X in der Richtung aß anf den Träger BC zu projiciren. Diese vier 
Parallelprojectionen kann man aber in eine einzige vereinigen, derai 
Richtung sich in «|B ergibt, und aus welcher in der Hilfsfigur die 
Punktreih'e « resnltin. Wurd 8' 8 nach 8'8ti auf^jetragen, so kann 
man zu dem Bttschel Smm parallele Radien in der HanptBgur nahen, 
um die Punktroihe M zu erhalten, welche schliesslich in der Rich- 
tung auf die Seitenlinie ^f^ projidrt wird. "Weil in der HOft- 
figur dl in einem der concentrischen Kr^se angenommen wurde, er* 
gibt sieh audi eine Isophotentangente I7. 

Alle oben gemachten Bemerkungen illier das Maximum der 
Beleuchtongsstärke anf einer Seitenlinie, die Auffindung der Be- 
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lencbtungsstärko eines beliebigen Punktes derselben, die zweck- 
mässigstc Aufeinanderfolge der zu behoudelodea Seitenlinien und aber 
die Kante der gegebeneu FlAcbe baben auch hier, sowie auch bei 
perspeetivischer Darstdlung ibre volle Giltigkeit 

Sind die SeiteuliiiitJi nicht elliptiscli, sondern ist eine beliebig 
geformte Seitenlinie M gegeben, so coustruire man die Evolute ihres 
Bildes und ziehe die zu den Strahlen des Nonnalbüscbels Ä»? pa- 
rallelen Tangenten derselben Di?« Lichtpok^ der Fläche liegen in 
derjenigen Seitenlinie, welcher die zu mn parallele Tangente ^4 ent- 
spricht; um ihre Isophotenpunkte zu erhalten, mnss man, wie im 
§. 1. den Büschel S^)l'(^ [Fig. 2a] durch die Gerade (/j) schneiden, 
die dadurch entstehende Punktreihe in der in Fig. *2. durch die zu 
X normale Normale e^{e^) sich ergebenden Richtung e^B auf die Ge- 
rade - [Fig. 2a] projiciren und dann den Normalbttschel Smis dem 
aUgeraeinen Vorgange unterzieben. 

Auch bei axonoraetrischer Darstellung ist es vorteilhaft, die Iso- 
photenpunkte jener Formculiuieu zu coustrwiren, in welchen die 
Fläche von zu ihrer Scheitelgeradeu imralleleu Cyliuderu berührt 
wird. Man hat die durch S' und den Kreis büschel sich auf er- 
gebeude Punktreihe nach i>, aufzudrehen, wobei nur die eine Hälfte 
der syniraetralcn Puuktreihe /J, construirt zu werden braucht, wäh- 
rend sich die andere als Copic ergibt, und an r zum Büschel BD^ 
[p)B senkr. x] parallele Tangenten zu führen. Die fierObrungs* 
punkte derselben sind im gezeichneten Falle schon die verlangten 
Isophotenpunkte. 

Von grosser Wichtigkeit für das Zeichnen der Isophoten sind 
wieder die in der Contour liegenden Punkte derjjelben; sie lassen sich 
als Isophotenpunkte eines auf der Bildebene normal stehenden Be. 
rQhrangscylinders der gebenen Fläche darstellen In der Hilfsfigur 
hat mau durch 5 eine zur Bildebene normale Gerade zu führen, 
welche die /ur Liclitstrahlenrichtung normale l\bi iie mno in einem 
Punkte trifft; nm seine uni^^t^klappten Lagen t-, und (r^) zu erhal- 
ten, führen wir vorerst durch S eine zu /' parallele Gerade 
iSf, welche die Ebene mno in einem Punkte « trifft [SqSq | 
^(«') senkr. (s'}s senkr. r] Wird die Ebene mno um die Trace 
mn in die Gmndebcno umgeklappt, so kommt die Strecke S's nach 
&\» Um die umgekehrte Lage des Punktes v au erbalten, braucht 
man somit nur || sS'y ^r, || aS's^ und Q zu ziehen. Die zweite 
rmklappung (v^) ergibt sich dann durch t{vi || (/) und senkr. 9, 
0ie aas dem Funkte (ot) an den Kreisbttscbel geführten Tangenten 
geben eine Puuktreihe (m) (m), welche nach mn aufgedreht wird . so 

dstt man dadurch im Bllsehel v mn schon die Lagen derjenigen auf 
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der Bildebene nonnal stehenden Bertthrnngsebenen erWt, welche den 
gesuchten Isophotenpnnkten der Goatonr entsprechen. Seht man 
zmn Strahle in der Hanpt^nr an P eine parallele Tangente 
so ergibt sich durch ihren Berahmngspnnkt diejenige Seitenlinie 
der Flache, in welcher der gesuchte Contonr-Isophotenpunkt 5 liegen 
mnss. Um an diese Seitenlinie die zu ea^ parallele Tangente zu 
constmiren, denken wir uns dieselbe auf die Linie Jf in der Bich- 
tung a^a projicirt und si^en an letztere die zu ca parallele Tan- 
gente {5 {(T, 80 dass dann die durch den sich ergebenden Punkt « sn 
parallel geführte Gerade % die gesuchte Isophoten- und Ck>ntoar* 
taiigente ist. Der Contour- und Isophotenpunkt 5 ergibt sich durch 
Führuug der zu aa^ paralluleu Geraden |5{5. Aus den sich so er- 
gebenden Isüphoteupunkteu und isopiiotcuUngcuten kann mau aotuit 
die Flächeucoutüur zeichueo. 

Soll der Schlagscljatten der behaudclten Fläche auf eine durch 
den Punkt C parallel zur Ebene /* gehenden Grundebene construirt 
werden, so projicire man vorerst die construirteu Punkt<^ v der 
Sclbstscbattcng^reuze auf diese i^bene, indem man Co' parallel zu Af/ 
und oo' parallel zu AB führt. Wird dann durch den Punkt o der 
Selbst sriiattengrcnzo ein Lichtstrahl / und durch o' seine Projectioa 
/' geführt, so ergibt sich im Scbnittpauktc beider der Schiagschattea- 
punkt 0^. 

§. 3. 

Beleuehtangs-Constructionen für Fls^cfien, deren zn einer Achse 
nomuüe Schnitte ihallch und Uinlioh liegend sind, bei penpeetM- 

scher Darstellung» 

Bei der in Fig. 3. perspectirlsch dargestellten FUche ist Sl 

der Augpunkt, .^.^o die Distanz, fiv die Flnchtliaie der Form- 
Hnien J\ von welchen das Bild einer gegeben ist, a der Fluchtpunkt 
der Scheitelgeraden [Sin suukr. /iv, SlSl^^ senkr. Sin, SIqU senkr. 
SlQ7i]ttAB^ M das üild einer Seitenlinie und A der Fluchtpunkt 
der parallelen Lichtstahlen. 

Die Teilungspuukte in und ta , welche beziehungsweise den Rich- 
tungen n und « zukommen, erhält man, wenn man die Strecken 
nSlf^ und or^o bezirbnngswcise nach ntn und ata aufträgt, während 
sich durch Führung der Geraden al in X' der Fluchtpunkt ergibt, 
weicli r den Projectionen der Lichtstrahlen auf die Grundebene F 
entspricht 
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In derHillBfigiir, welche dasselbe Projectionscentrnm beritzt, als 
die Hauptfiguren, fahren wir . wieder durch einen beliebigen Pnnkt 
S, 8' einen Lichtstrahl I, welcher die Grandebene 5'«« im Punkte 
h triilt, und drehen analog der axenometrischen Darstellung diese 
Ebene um die zu ihrer Fluchtlinie ftv parallele Gerade tr, wobei 
die umgelegte Gerade (I') parallel zu inV wird, die neue Lage (h) 
des Punktes h ergibt sich durch den Strahl t,th{h). Um io der um- 
gelegten Grundebene den bckaunteu Kreisbüschcl construiren zu 
küUDi'u, inüss«'n wir dio iirojiciremlo SS' auch in eine zur IJildchene 
parallele Lage iniugeu, indem wir *S'[>S] normal zu |.^v und den 
Strahl Sta führen. Wird {m)(n) normal zu (/') gezogen uuU S'[,'S\ 
luiih S'Sq aufgetragen, kü kann man aut mehr erwähnte Art deu 
Kreisbüschel sanimt den Gebilde u (/>,) und ( ;) darstellen. Auch 
bei perspcctiviscber Darstellung werden wir die Gerado (m) in 
den Kaum aufdr»'h(Mi und zwar dadurch, dass wir /^v parallel zu 
führen und durch den sich so erj-^rlieiuleu Fluchtpunkt v 
die Gerade S'mu ziehen, worauf in der Haupttigur dureh den in 
der Grundebene liegenden Punkt ^1 der Scheitolgeradeu die 
Geraden (m) (n) und m n perspectivisch parallel zu deu glüicbuamigen 
der üilfsfigur geführt werden. 

Um nacli diesen Vorarbeiteu die Isophoteopnokte irgend einer 
Seitenlinie zu erhalten, führen wir wieder zuerst die ihr ent- 
sprechende Tangente ^ mit dem Fluchtpunkte T(, deren Umklappung 
somit die Richtung in t, haben niuss. Wird in der liüfstigur der 
Strahl nach dieser Richtung gezogen, sokann man aus dem sich 

ergehenden Punkte (<f|) die Kreistangenten fahren und ihre in (m) (n) 
liegenden Schnittpunkte markircn. Zieht man dann in der Haupt- 
fignr durch den in mn und i, liegenden Schnittpunkt «i den Strahl 
so ergibt sich in (^) die Umlegnng von e,, wobei x die Dre- 
hnigsacfase ist Die Punktreihe (m)(n) der Hilfstigur soll nun auf 
einander folgend nach den Richtungen (ej)ej , «jcr^ und a^a auf die 
Geraden projicirt werden ^ welche sftmmtlich durch den Punkt 8* 
rftnmlich paralleT zu den durch A gehenden Geraden mn, 3f/ und 
M' der Hauptfigur zu ftthren wftren. Statt dessen kann man aber 
in der Hilfsfigur die reaultirende Puuktrciho M'fi auch direct aus 
der zur Bildebene parallelen Punktreihe {jn){u) durch Parallclpro- 
jection nach der Richtung f'^a [Hauptfigur] erhalten; der Fluchtpunkt 

dieser Projectionsrichtuug muss in der Fluchtlinie jiig^, di r durch 
die Geraden (m)(n) und M' gehenden Ebene lies/cn. Diese Flueht- 
linie hat man durch den Flu(bt])unkt fi eintürallemal parallel zu 
{m)(n) zu fübroTi , worauf man mittelst der Fluchtlinie der ge- 
g« Im IM n Seitenlinie ^^ an dieselbe die zu den Strahlen des Büschels 
parallelen Tangenten führen kann, indem man diesen Büschel 
durch die Gerade f*a schneidet und aus deu Schnittpunkten die Tan- 
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genten an M zieht Die Berühnicrspnnlcte derselben werden sehlien- 
lich in der Richtang aa^^ auf die Seitenlinie 3f| mit BenntziiQg der 
CoUineationsacliBe AB projicirt [(l)n/f, ^ 1 ...]. 

Zieht man aus dem Fluelitpuiikte r eine Tangente P, so 

gibt deren Berühruiigi^iiunkt (l^ die Seitenlinie 3/4 au, iu weii-her ein 
Lielitpol liegt. Um die Isopfiotfnpunkte lierselben zu erhalten, 
schneide man analog dem YoiTrunge des §. 2. den Büschel .S,,/.-,, durch 
die Gerade (/'), projicire die sich ergebenden Punkte aus t„ auf dm 
Träger /' und von hier in iler Richtung e^a^t^ auf die Gerade M'. 
Die Strahlen des Hüs( }iels SM' liefern dann in bekannter Weise die 
Isophotenpunkte. Die l)ei(h>n atif einander folgenden Projectionen 
der Pnnktreibe H') durch eine einzige zu ersetzen, ist hier nicht 
zweckmässig, weil man die dazn erforderlichen üilfsliniei» nur bei 
dieser einOn Seitenlinie anwenden könnte. 

Wird aus dem Flachtpnnkte a an die gegebene Seitenlinie eine 
Tangente ak gezogen , so mnss durch den Berflhrungspunkt k die* 
jenige Formlinie gehen, in welcher die gegebene Fl&che you einem 
zur Scbeitelgeraden parallelen Cylinder berftbrt wird ; wir wollen die 

Isophotenpunkte derselben bestimmen. Die ans dem Pnukte S* and 

dem Kreisbüschel sich ergebende Punktreiho gibt mit dem 

Scheitel (B) die uragelogteu Uichtunge« (h'rjeiiigen Tangenten, welche 
nach den Vorgängen der früheren Purugrapbeu an /' zu Itilireu sind. 
Zieht man somit zu den Strahlen des Büschels (&;(/>),) durch h 
parallele (ierade, su schneiiivMi dieselheu die Fluchtlinie fiv in den 
Flucht] Ulli tcn 5, 6, 6, 5 ... der genannten Tangenten, aus welchen 
diese zu ziehen sind. Die sich dadurch ergebenden Berührungspunkte 
[5], [fi], [6] ... werden schliesslich ans dein dureh den Prdjections- 
strahl hn bestimmtf^n Projeetionscentrum .% in die oben erwähnte 
Furnilinie mit Deuutzuug der Coliincatioiisachso nv projicirt [aßj^'i, 
^ftifcÖ ...]. 

Wir wollen noch anfilhren, wio man Paukte und Tangenleo der 
Flftcfaencontonr am einfachsten orhftlt Um diogenigen Gontonrpnnkte 
zn bekommen, welche mit dem Punkte p der g^obenen Seitenlinie 
in derselben Formlinie liegen, denken wir uns einen die gegebeoe 
Fläche nach dieser Linie berflhrenden Kegel mit dorn Scheitel 
Zar Constntction der durch « gehenden Tangenten dieser Formlinie 
wenden wir die CoUineation derselben zur Linie P an, wobei itv die 
Collineationsachso und das CoUineationscentrum ist; dann ergibt 
sich der zn e coUineare Pnnkt [a] durch die colHoearra Geraden 
jioy und ay[a]. Aus [0] werden nun an P die Tangenten [a] [I]« 
und [c^lClIj^ geführt, dann die ihnen collinear entsprechendes ^ 
ond ad gezogen und schliesslich dio Berührungspunkte [I] und [U] 
aus nach I und ii projicirt. 
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Die in der penpectivischen Contonr d&t FUlche liogeudon Iso- 
photenpnakto kann man durch Constmction dor Isophoten des dorch 
diese in der Bildebene liegende Linie nnd das Ange bestimmten 
Kegels bei Anwendung zweier Projectionsebetten erhalten; doch ist 
die Aasflihrmig derselben zu umständlich. Um die Isophotcn genau 
leicbnen zu kCnnen, wird man lieber von jeder derselben einen der 
Gimtoor nahe liegenden Pnnkt des verdeckten Fläcbentciles berück- 
sichtigen. 

Der Schlagschatten, welchen die dargestellte Flftche auf die 
Gnmdebene P wirft, wird auf die im Paragraph 2 angegebene Art 
Gonitmirt. 

$. 4. 

Beleuehtungs-Coustraetionen fllr Flächen, welche aus zwei auf 
einander normal stehenden PiiraHclsystemen eangrnenter ebener 

CorTCn bestehen. 

Wenn bei den FIftchen, welche Gegenstand dieser Abhandlung 

sind, die Scheitelgerade sich in unendlicher Entfernung befindet, so 

müssen, wie sich leicht beweisen lüsst, alle Scitculiiiien Q congrueut 
und parallel sein, und die Fornüinieu P fallen ebenfalls cougrucal aus. 

In diesem Falle lassen sich die Isophotenpunkte desjenigen Cor- 
vensystemes leichter darstellen , welches zu einer Projectionsebene 
parallel ist [Fig. 4«], wobei es zweckmftssig ist, in der auf mehr- 
erwähnte Art hergestellten Nebenfigur 4a den Schnitt g der zur 
Liehtstrahlenrichtung normalen Ebene mno mit einer durch S parallel 
zum zweiten Cnrvensysteme Q der gegebenen Fläche gelegten Ebene 
zu bestimmen. IMo in der durch S gehenden Horizontalebene liegen» 
den Tracen D und Sp \S'p' || (2', sy || x] der beiden genannten 
Ebenen schneiden sich in einem Punkte p [p\ pp* senkr. so 
dass g und g' die ProjcctioDon dor gesuchten Sclniittgeraden sind; 
ihre um vt n unifielegtc Lage ergibt sich durch i uhruug der zu 
i' parallelen Geraden p'p^. 

Wird in der Hauptfigur an die gegebene Cnr?e Q eine Tangente 
<i geführt, und will man die Isophotenpunkte der durch den sich er- 
gebenden BerQhmngspunkt <ij gehenden Horizontalcnr?e oonstmiren, 
10 Ohre man in der Hilfsfignr durch 8 eine zu parallele Gerade. 
Biese trifft die horizontale Prctjectionsebene und die Ebene mno 
spective in den Punkten und ä. Bestimmt man nun durch Ftth* 
rang der zu p'pi parallelen Geraden efd^ die unigtlegte Lage <f|, 
>o kann aus diesem Punkte die Punktreihe mn hergestellt werden. 

der Büschel h^'mn die Horizontal tracen derjenigen zn pa- 
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raUelen Ebenen angibt, welchen die BoleachtongBstMeii 0, 0 1, 0*3^ 
entsprechen, sind in den Strahlen desselben an P pumUele Tan- 
genten zn ziehen. 

Da wir als Cnrve P eine Parabel mit dem Brennpunkte F nnd 
der Directrix r angenommen haben, bekommt man die betreffenden 
Berflhmngspnnkte am eln£ichsteu» wenn man zn den Strahlen des 
letztgenannten Bttschels ans F Normale zieht nnd ans den sieh da- 
durch in r ergebenden Schnittpunkten Parallele zur Parabelachse 
führt Um die anf P' constmirten Ponkte in die durch gebende 
Hortzontalcnrve der gegebenen Fläche zu projiciren«- tragen wir anf 
jedem der zur Parabelachse parallelen Strahlen das Stttck a'oi' aof 
und projiciren die erhaltenen Gnindriss-Isophotenpunkte schlieaslich 
in den Anfriss. Weil in der Hauptfigur der Punkt di In dem Kreise 
9 angenommen wurde, ergibt sieh auch eine Isophotentangente l,. 

Um die Lich^ole der gegebenen Fläche zu erhalten, ziehe man 
an Q" eine zu g" parallele Tangente t«", durch deren Berührnngs- 
punkt dann diejenige Horizontalcurve P^ geffthrt wird, in welcher die 
Lich^ole liegen; in der HUfefigur ergibt sich durch «4 der horizon* 
tale Durchstosspunkt A4 nnd der in liegende unendlich ferne Punkt 

so dass die Tangenten des Kreisbflschels parallel zu werden. 

Die in der Horizontalcontour liegenden Isophotenpnnkte werden 
auf die im §. 1. angegebene Art bestimmt. Es ist auch wichtig, in 
den beiden das darzustellende Flachcnstttck begrenzenden Horizontal- 
curven die Isophotenpunkte darzustellen. 

Behufs der Coustnutiou der in der Verticalcontour liegeudeu 
Isophotenpunkte führen wir in der Hilfsfigur ^fU normal zu ar, ver- 
scIiMtfru uns dann aus r/« dii' Puiiktreihp ?/« u und projiciren diese 
normal auf die Achse x; der Büschel S"x giijt dann die Ricbtungeu 
der durch die Isophotenpunkte gehenden Contonrtangenten an. Weil 
die Contour zur Curve Q" congruent und parallel ist, kann man die 
betrelTenden Berührungspunkte auch in markiren; durch diese 
Punkte werden dann Gerado ))arallel zu x geführt, auf welchen nsan 
schliesslich die Strecke a"ai" aufzutragen hat. 

Um die Isopliotenjtuakte .Kr beiden Grcuzschnitte Q und zu 
construiron, niacheu wir lt"i der Parabel P die Subtangonte des 
Punktes a' doppelt so u,i'o>,r^, als die Abscisse, so dass dann c«t' und 
«aj' die diesen Curven eutsprccheudeu Tangenten sind. Wird zu t^' 
in der Ililfsfignr v'im Parallele geführt, so ergibt ?i'"h der Punkt 
aus welchem die Tangenten an den Kreisbüsohel zu zeichnen sind 
Ihre in mn sich ergebenden Schnittpunkte sollten hierauf in der 
Richtung t^' anf die Trace g' und von liier in der zn » normaleii 
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RichtoDg auf den Trftgor x projicirt werden; statt dessen kann man 
die resoltirende Ph>jectionBrichtnng in der Hauptfigur bestimmen, 
wenn man durch den Endpunkt von Q' dio Geraden mn und x pa- 
rallel zu den gleichnamigon der Hilfsfigur führt. Der sich dann in 
dieser Figur ergcbcudü Büschel gibt die Kichtuugen der an Q" 
zu führenden Tangenten. Bezüglich des (irenzschnittes erhalt 
man die reaultirende Projectionsrichtung durch Fiihruug der zur 
Parabeltangente aa^' parallelen Geraden ae^ in e^x. 

Die BordifDlinittg der Constractionen dieses Paragraphen hei 
axonometrischer oder bei perspectivischer Darstellang Icann lieine 
weiteren Schwierigkelten bereiten. 
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XIV. 

Bedingung einer Ganalfläche nebst einigen 
Bemerkungen an Ganalllächen. 

Von 

R. Hoppe. 



Kino Canalflächc wird von einer Linie erzeugt, die 1k i ihrer 
Variation mit einem Parameter sicli ])arallel bleibt. Durcli diese 
Entstehaug ist zanächst die CanalilAcho dctioirt. 

Ferner ist dadurch ihr eiDfachBter analytischer Anadmck ge* 
geben. Denn derselbe geht ans den Gleichungen einer Parallele mit 

einer beliebigen Linie (Leitlinie) hervor, indem man die darin ent- 
haltenen 2 specitischen Constantcu iu beliebiger Abhängigkeit \uii 
einander oder von einem Parameter variircn lässt. 

Die gemeinsame Normalebeae aller Parallelen schneidet dio 
Canalflflche in einer Linie, die zugleich Krttmmiingslinie und, weil 
sie in allen ihren Punkten den Normalschnitt darstellt, auch KOrzeste 
ist. Die andre von Jedem Punkte ausgehende KrOmmungslinie ist 
dio erzeugende Parallele, die zugleich geodfttische Parallele und Par- 
allele im Räume ist Nimmt man also den normalen Querschnitt 
und die erzeugende Parallele zu Parameterliniea, so sind die Para^ 
meter zugleich die der Krammungslinien and orthogonal geodfttiscbo. 

Ist der Querschnitt der Canalflächc gerade, so ist die Flache 
ahwickelbar, und umgekehrt ist jede Ahwickelbaro ein SpecialftU 
einer Ganalfläche. Nun ist die analytische Bedingung, unter welcher 
eine heliehig gegebene Fläche abwickelbar ist, bekannt und sehr ein- 



»*h$t einigen Bemerkum/en an Canal/Jäche». 2B1 

fach. Dies bietet Aalass die aualogf Bedingung für die allgcmcinorc 
Kigt nschaft zu sncbon, für dio uämlicb, dass ciuo beliebig gcgcbcuc 
1* lache Caoaltiäche seL 

Bttflglicli auf Flftcbeo wende ich folgende BeseichnuDgeu an. 
Für die beliebigen Parameter v ist das Linienelement dt ansge- 
drflckt dudi 

and t ist der CoeMcieat des Flächeueloments 

tBudv «=» — f^dudv 
ferner sind 9, r die Ricbtnngscosinns der Normale, nnd 

d*x d^x 

Besflglidi anf Gurren sind/, <7, A; g', h'\ /, m, n die Ricb- 
iongscosiaus der Tangente, Hauptnormalc und Binormalc, dr und 
^ die Contingenzwinkel der Tangente und Krümmungsaxe, und be- 
zeichnet der Accent die Differentiation nach t. 



§. 1. Bedingung einer Canalflächo für Parameter 

der Krttmmungsiinien. 

Sind u, V die Parameter der Krümmungsliuicu, und dio Krüm* 
mungslinie v «- const, so ist 

1 dx 
^» = Ve&' 

lliüs iaugs differeutiirt gibt*): 



Ist «j zugleich Kttnteste, so' ist bekanntlich 

de 
dp 



de 



nnd CS folgt nnr weiter, dass 



äH - y; (1) 



•) Hop|»e, Fllchenthcorie II. Gl. (6). 
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ist. DiffereDtiirt man die Gleidiuog /i' ji liogi »t*), so kommt: 



E dj 



k^i-ft^ 



du 



Nach Hultiplication mit ^ gibt die Sttmmc der Analogen: 



und zwar ist die GrOfise 









dx dx 




1 


d u^ 








« » • 
• • • 




t. 


-V» 





nicht niill, daher 
bewiesen : 



0, das beiSBt eben. Hiermit ist der Sau 



Eiuc KrUmmungsliuic, die zugleich Kürzeste ist, 
ist oben. 

Die zweite Schar Krümmniigshui< 11 . = coiist, ist dann geodä- 
tisch parallel. Da sie aber die Kbeue \oi\ .v, zur gemeinsamen Nor- 
raalebcnc hat. so ist sie auch im Räume paralieij folglich ist die 
Flache eine Canalflache. 

Notwendige uud ausreichende Bedingung einer Canalflftche iit 
also, dass ihre KrttTnrauiigsUuieu orthogonal geodätisch sind, nntcr 
gegenwärtiger Voraussetzung über die Parameter ausgedrückt durch 

de 

0ie Anwendung dieses Kritehnms seUt die Kenntniss der Krtim- 
muDgslinien der gegebenen FIAche voraus, da ' den Multiplicator der 
Differentialgleichung der Krammungslinien zum Factor hat, wenn man 
von beliebigen Parametern anseht Zur Herleitung der gesuchten 
Bedingung ohne Httlfe der Krammungslinien bieten sich zwei Wege 
dar. Die Form der Resultate iet vencfaieden. Beide, sind nicht 
einfach. 
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§. 2. Erste Methode. 



Die Yariatloiiflverbftltiiisse der ersten und zweiten Uanptkrttm- 



worans uacli Ditterentiation längs der Fläche iu beliebiger Richtung 
und Kliminatiou von dk^ i 



Setzt man zur Abkflrzmig 
so aind die Grössen 

?r dx 
A ^ ; etc. 

Ricbtnngscounas der zweiten Hanptkrttmmmigsrichtang, also ancb 
der ersten I'anptnormalebene. Bleibt deren Stellung in erster Hanpt- 
krammangsrichtniig unverändert, mitbin A etc. constant, so ist die 
genannte Ebene gemeinsame Normalebene der zweiten Schar Krftm- 
mnngslinien ftac alle Punkte der ersten nnd sebneidet die Flftehe in 
ihrer ersten Erttmmungsliuic; diese ist eben, und der Schnitt Kürze- 
ste, folglich die Fläche Caualflächc. Ausreichende Bedingungen der 
Canalflächc sind daher die 3 aualogeu Gleicbuüj^eii: 

^A , Ba ^ ^ 

-^ + h^-0', etc. 

Ks bleibt ilio Aufgabe, sir atif eine, vom Coordinateiisystcm unab- 
hängige Gleichung /urückzuführen. Zunächst kann inau sie diirrh 
ein noors System dreier Gleichungen vertreten, das man erhält, in- 
dem man nach AnsfAbrnng der Differootiatiott nnd Mnltiplication mit 
dx dr 

äii* ^^a«» ^^P die Analogen addirt. Die Summen ergeben bzhw,: 




+'.&)/- 




(5) 
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Die lotete Gleichung ist nach (3) von selbst erfüllt MnltipUeirt mmi 
61. (6) mit Af, and addirt sie m Ql (5), so kommt mit Berflek- 
sichtigung von 61. (2): 

+ 2(^'+i,^»)(/+irf)°0 17) 

Es soll nun bewiesen worden, dass OL (6) schon allein identisch ist 
mit Gl. (7), mithin anch mit 61. (ö). 

Man kann nftmlieh Gl. (6) nach Mnltiplication mit h^ — h^ auch 
schreiben: 

wo rar AbkOrzuug gesetzt ist 



de 



^ = + + ^'^ a. ' ^ a. + a»; ar 

und zwar ündot man nach AusfttliruDg der Differentiation; 
so dass 61. (8) flbergeht in 

Nnn ist 
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daher bleibt nar: 

^i + hLt 2^— ^IW 

Aus Gl. (9) erhält man: 

daher wird die Oleichmig: 

flbereiiiBtimmend mit 61. (7), und diese ist die gesuchte einzige Be- 
dingung der Canalfläche. Alle darin vorkommenden Grössen werden 
auf bekannte Weise ans den gegebenen Fiachengleichungeu gefiraden, 
und zwar M nach QI. <4). 

§. 3. Zwoitc Metbode. 

Die Eigenschaft einer Canalfläche ist dailunli voUstämlig be- 
dins^'t, dass sie eine abwickelbare Mittelpuiiktstiüehe liat. bezeichnet 
man die auf die erste Mitteipnnktsfläche bezüglichen Grössen mit 
dem Index 1, so lautet die Bedingung: 

Der zugehörige Ilauptkruinmuugsradius der Urfläche sei Die 4 
Coefßcienteu in den Formeln 

wollen wir dorch folgende AbkOnmngea ersetzen; 

dann lantet die quadratische Gldehung, welche als Hauptkrttm- 
mongsradiuB bestimmt: 

10 dasa wir setzen könneii: 

f —» 0«) dsss oß 
Femcrc Abkürzungen seien: 
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9q 



Ss 



2m- 



96 

d» dv ) 



Se 

ei • 

du f 



2^f-^ e 
dp du 



2^ - 



Be 



/ 



21 - 



1^ 



2v » 



Bs i 



du ^ 



dv da» 

dv ^ 



Die Gleichungen der ersten Mittelpanktsfläcbc 

a^+^if>; etc. 

geben cUfferentiirt: 

du du 



woraus: 



( Bx Bx\ 



3» 



das ist 



üu 



da; 



et€. 



(U) 



(12) 



Differentiirt man die 61. (11) aufs ncoe mit ADwendang der, den 
GL (10) gleicbbedentenden Formeln 



9p 



dz 



mnitiplicirt mit Gl. (12) aiid addirt die Analogen, so ergibt sieb: 
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Bezeichnen p,] , die Hauptkrümmungsradien der ersten Mittel- 
panktsfläche, so ist 

ftt «IS «I* ' 

QDd nach Einsetzung der Werte, und zirar mit Benutzang der 2 Aas- 
drflcke fftr JP| findet man: 

DaW ist die gMaebte Bedingmig der CMi«16aehe; 
•»H + o««*+ 2») + ««8i + + ^ 



§. 4. Allgemeine Gleicbnng der CaiialfUehe and 
Anadruck ihrer Haoptkrilmmaiigeii. 

Die Gleichnogeii einer Parallelen # mit der Leitlinie «o Bind: 

ac — + C[/q'co8 (d© + c) — sin (i^o + c)] ; etc. 

und zwar bedeuten C, i? die Polarcoordiiiaten des Punktes der Nor- 
raalcbene von #q, durch welchen .«f geht, in dieser P^beue. Der An- 
fang der c liegt in einer beliebig zu WLihlendeu Parallele im Abstände 
C ¥on ««. Fuhren wir dafür die ebeueu rechtwiukügeu Ooordinaten 

ein ud aeliea zor Abkürzung 
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F f^'cmi)^ — sin \ ^^U^ 

so wird 

as — a-o + ^F— etc. (17) 

Beschreibt nun unabhängig von der Pnokt in seiner Ebeae 
die Linie a, so erzeugt die Panülele (17) eine CanulflAcbe, und die 
61. (17) sind der allgemeine Ansdrnclc einer solchen in den Farm- 
metom a » u und v. 

Die Differentiation der Werte (16) nach %q ergibt: 

F* = —/ocos^o; ^* — — /owa^o 
und die Constante im KrOmmungswinkel r von 9 sei bestimmt durch 

COSV «= A- ; SlUT «» 

Setxt man flberdies zur Abkttncung 

R — V— ^« + »iß ^0 ( 
so erh&lt man aus Gl. (17) die partiellen Differentialquotienteu : 

dx 

^ = Fco8i~-LsinT /o'co8(t'^o+^)~~A>8iu(^o4~** 
woraus: 

«-1; /-O; « ^ (21) 

|) » _ jrsinv-^Xcost — — /o'8in(^Q + T) — ioCO8(^0+v) 

und nach neuer Diäcreutiation: 

9*« ^ biü (i^o + t) 4- /q cos (t^o + T) 
, cos (^0 + T ) 



also aus der Deüuitiouagleichung berechnet: 

^ = F_0, = (23) 
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Die Werte veo €^ F zeigen, wie icboii bekanat war, dass die 
Parameter orthogonal geodfttieoh eiad aad den KrflmmuugBliniea eat- 
sprecliea. Wegen letzterer Eigenachaft sind nan die Haaptkranunangs- 
radien 

«i-^-ai Pi - ö " 8iB(^a+if) ^ ^ 

Die voratehenden Formeln sind sowol IHr allgemeinen Gebrancb bei 
Untersncbang von Ganalflacben, als ancb filr die folgenden specieHen 
Bemerknngea entwiebelt worden. 



§,5. Bemerkung au eh r /woiteii M ittolpuuktsfläche 

der Caualtiäcbe. 

Die erste Mittelpnnktsfläcbe 

= x-\- a'p 

bietet küiue Frago zur Uutersuchaug dar, weil sie sich iiiimiltclbar 
als die von der EvoluU) des Qaerschnitts erzeugte CaualfliLcbe mit 
gemeiofiamer Leitlinie darstellt 

Die Gieicbuog der zweiten Mittelpunktsiiäclie ist: 

, J ^, « /iBinT+licosTl /^inT+Xk!08r1 
'^'^ sin To) 

hat also dip Form: 

»•f -"«« + «o'/o4-«^Ai (25) 

wo 

TT „ Vc08(^ a + — ^ cos T— jjsmr 

gesetzt ist. Hiernach stellt {j-^y^'^) einen Punkt aut dir K^flm^n^llu^s- 
axc dar , der wenn U mit a variirt , die Kruiumuugsaxe durchluul't, 

AMk. a. Vfttt. 1. Fhj«. S. B«tli«, T«lt L 19 
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Hopptx Btämgmng ^itr CSma(^fieAe 



die ibreraeits bm Tarürendem ^ die ftbwickelbue MitteipoBkteflftche 
erzeugt Es hat sich der Satz eiigeben« den ich noch nidit aaige- 
sprochen gefonden habe: 

Die der parallelen Schar Krftmmnngslinien ent- 
sprechende Mittelpnnktsfläche der CanalfUche ist 
der Ort der gemeinsamen Krammnngsaxe Jener Paralle- 
len, mithin die Einbauende der Krammnngsaxen ihre Gratlinia 

Der Ansdmck (26) von der den Abstand des Pnnktes {x^y^^) 
von der Scbmicgungsebene der Leitlinie darstellt, kann weitere Ver- 
wendung finden, wenn es sich am die entsprechenden Pankte anf beidc^n 
Flüchen handelt. Er ist noch abhängig von der wUlkarlicben Leit- 
linie-, dagegen ist die Grusäc 

welche die Strecke vom Coincidenzpunkt der Krammnngsaxe bis zum 
Pankte {x^y^st^) ansdrflckt, davon nnabhfingig. Geht man also Ton 
der Gratlinie ans, so bezeichnet (27) das Stflck, welches die der Vr- 
fläche entsprechende KOrzeste auf der Abwickelbaren von der Tan- 
gente abschneidet 



|. 6. Bemerkung über asymptotische Linien der 
Canalfl&cho in einem Specialfaiie. 

Die Differentialgleichung der asymptotischen Linien 

wird nach (23) auf der Canalä&che: 

8i»« Äsin(v'^o+r)a^, 

V M^* ^ 

Ist die Leitlinie ein Kreis vom Badius c, so kann man das constante 
^0 null setzen nnd erh&lt: 

Sei anch der Qaerschnitt ein Kreis vom Badins o. Dann hat man: 

I = a sin T ; a = ar 
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und diti Uleichaog wird: 

a«^ - ± ^— (2ö) 

iJa L'lliptische Functionen erster Gattung in der Geometrie nur selten 
vorkommen, so verdient ^ui der vorliegüudc i aii ddiait uotirt zu 
werden. 



19^ 
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Klug' FtnptetMudi« Drtied» 



XV. 

Ferspectivische Dreiecke die einem Kegelschnitt 

eiubeHciirieben sind. 

, Von 

L. Klyg. 



lü dvin 70ten Teile dieses Archiv's p. 446 haben wir gezeigt, 
wie man Punktreiheu coustruirt, die mit zwei oder drei projectivi- 
sehen Puuktrcihon involutf>nsch licKon. Vou dioscu (oiisii uctioncn 
ausgehend sind wir im Stande Drt;ii'€kc zu findeu, wi'lehc mit zwei 
oder drei, einem Kegelschnitt einbeschriebenen Dreiecken zugleich 
perspectivisch liegen und dem Kegelschnitt einbeschrieben sind. 

1. 

Es seien ^]£]C, , A^Ji^Ct xwei demselben Kegelschnitt eis- 
bescbriel)ene Dreiecke, wir wollen ein mit den gegebenen perspectiTi- 
sehes Dreieck constmiren, welches dem Kogelschnitt cinbeschriehen ist 

Zu dem Ende construiren wir eine Punktreihe, welche mit deu^ 
durch AiB^Ci, A^üfC^ Punkte bestimmten projectivischen Punkt- 
reiheu A^B^Ci A^BjfC^ ... zugleich involutorisch liegt; die- 
jenigen Elemente dieser nenen Panktreihe , welche den ^, c\ 
Pnnkten projectivisch entsprechen, sind die Eckpunkte des gewünschten 
Dreiecks. 

Wir wissen (70. T., p. 446), dass es unendlich viele Punktreiheu 
gibt, die mit A^D^(\ A^B^Cf ... zugleich involutorisch liegeu, 
und dass dieselben erst dadurch vollkommen bestimmt sind, dssfi 
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WUT fon den 20 constnureadei Panktrelhen ein Element annehmen^ 
wddies einem bestimmten Elemente der gegebenen Pnnktreilion ent- 
sprachen soll. Darans folgt: dass wir einen Eckpunkt des gewanschten 
Dreiecks beliebig annehmen können auf dem Kegelschnitt 

Ist D ein beliebiger Punkt des Kegelschnitts , dann sind unter 
den miendlich vielen Pnnktrcihen, welche mit A^B^C^ A^^^C^ 
... xogleich invointoriscb liegen, drei yorbanden, welche zur Bestim- 
asag der perspectiviscben Dreiecke dienen. Den Punkt D kOmien 
wir nflmlich als dem Punkte ^j, oder ^j, oder Q entsprechend be- 
tnchten und in diesen drei Fftllen mit Ay resp. C** bexeicbnen; 
^wiiA^B^C^ A^ß^C^ ... involtttorischen Panktreihen ABC.*^ 
A*^C' A*'Bf*C'' ... bestimmen drei Dreiecke ABC, A*WC\ 
jfBTtf^ welche einen gemeinsamen Eckpunkt D haben, dem Kegel- 
schnitt einbeschrieben sind und mit d^ Dreiecken A^B^C^, A^ß^ 
perspectifisch liegen. 

Sechs Punkte ra dreien in zwei Gruppen verteilt, bestimmen 
auf sechserlei Art projectivische Pnnktreihen. Den Punktm A^B^Cj 
ktenen nftmlieh die Punkte A^B^C^^ J^C^A^ ^^tA^^tf ^^t-^s« 
BfAfCf, AfCfBf entsprechen, wir Unden daher sechsmal unendlick viele 
Panktreihen, welche mit den gegebenen invointortsch liegen. Dies in 
Betracht gezogen, können wir sagen : wenn A^ B^ A^B^ Q swei dem- 
selben Kegelschnitt einbeschriebene Dreiecke and, D ein beliebiger 
Punkt des Kegelschnitts ist, dann kann mau 3 mal 6 solche Dreiecke 
oonstmiren, die D aum gemeinsamen Eckpunkt haben, dem Kegel- 
schnitt einbescbrieben sind und mit den ^^egcbenen zwei Dreiecken 
perspectiTisch liegen. 

% 

Unter den unendlich vielen Dreiecken die mit zwei demselben 
Kegdscbnitt einbeschriebeneu Dreiecken pcrspectiviscfa sind , gibt es 
sieh solche, welcbe mit einem oder anderen der gegebenen Dreiecke 
asf swei- oder dreierlei Art perspectivisch liegen. Um diese zu be- 
stimmen, mttsscn wir wissen, dass die Vorbinduugslinicu /). r, der 
Doppelpunkte der projeetivisclien Punktreiheu A^B^C^ A^^B^C^; 
^1 H^C\ . . . , Ji.j ( . . . ; vi, BiC\ . . . , A^Bf . . . , welche die 
rascarschen Linien der einfachen Sechsecke A //|, ylj Cj IJof A. B^Bj^ 
^ijCjC, ^j, A^B^ B,j(\ sind, durch denselben f 7 Punkt gehen, 
und dass sich die Vei biiuiungslinion p\ </, r' der Doppeipuukto der 
projectivischen Punktieiheu A^B^C^, C^B^A., ..; A^B^C\ 
A^C^B^\ A^B^Vi B^A^C^ ... als Pascal^scbc Linien der einfachen 
^cbseckc A^A^B^, Q C\ iy^, /I , fh B^, A^ .4, C. B^, B^ C\ A.. in 
dfioselhen U Punkte schneiden. Werden die Eckpunkte des Dreiecks 
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^\ ^1 ^'v ^^^^ ^3 einem beliebigen Schnitlpnokte von zweie« 
der Gerade» pq^p'qr' auf den Kogelschnitt projicirt, so sind die 
Projcctionen die Eckpunkte von Dreiecken, welche mit den gegebenea 
auf zwei- oder dreierlei Art perspectivisch liegen. Projieirt man 
eins der gegebenen Dreiecke aus den Punkten U oder U\ dann 
wird die Projection mit diesem auf einerlei, mit dem anderen der 
gegebenen Dreiecke auf dreierlei, wenn nicht aus den Sclmittpuukien 
{/, V aber bloss auf zweierlei Art perspectivisch liegeiL 

Bezeichnen wir die Projection der Punkte Ai C, vom Schnitt- 
punkte (;>, r') der Geraden r' auf den Kegelschnitt mit ABC^ 
dann wird ABC Dreieck sowol mit A^B^f\ als auch mit B^A^C^ 
perspectivisch liegen, der Schnittpunkt fler Projcctionsstrahleu AÄ^. 
BB^^ CC^ befindet sich auf der Si huittpunkt der Projections- 
strahlen -4-02, ^A^^ CC\ behndet sich auf r', da r') auf p and r 
liegt. Diese zwei Schnittpunkte liegen auch auf CC, Geraden und 
sind wie aus AB^A^B Viereck ersichtlich conjugirte Punkte des 
Kegelschnitts. — Es gibt 18 solche Dreiecke, welche mit einem der 
gegebenen Dreiecke auf zweierlei, mit dem anderen auf einerlei Art 
perspectivisch liegen, da pgr, p'q'r' Geraden sich anuer in UV 
noch in 9 Ponkten schneiden, und die Projectionen der zwei ge- 
gebenen Dreiecke ans diesen 9 Pnnkten anf dem Kegelschnitt 18 
Dreiecke liefern. 

3. 

Wenn wir die Projectioneu der A^BiCi Punkte aus Lauf den Kegel- 
schnitt mit A'^/j6'g bezeichnen, dann ist das Dreieck E^F^G^wai 
dreierlei Art perspectivisch mit A^B^C^] die Geraden A',.-!,, F^B^ 
O^C'i treffen sich in P^, die E^Cf, F^A^y G^B^ Geraden in end- 
lich ^/^^ F^C^ (r^A^ Goraden in B^^ und es liegen F^, Q^, R* be- 
ziehungsweise auf den Geraden p^ //, r. Sind ebenso fc^'/^j' G^' die 
Projcctionen der .1, B^ C\ Punkte auf U' iinf dem Kegelschnitt, dann 
ist E^'F^' G^' Dreieck auf dreierlei Art perspectivisch mit A^B^C^^ 
die Geraden E^' F^'B^, Q^A^ treffen sich in P,'; i^t'J,, 
G^B^ in endlich ü^'^», F/^, O^C^ in i^', nnd es liegen 
r,', Os', beziehungsweise auf p', 4^ r\ Ist ferner die ProjectioB 
des Dreiecks A^B^C^ ans ü nnd ü' anf den Kegelschnitt K^F^Gi, 
E^'FtG^\ dann sind EiF^G^^ Drdecke mit A^B^C^vA 

einerlei, mit B^ anf dreierlei Art perspectivisch; die Frojoctioiis- 
centren, welche diesen Lagen entsprechen, bezeichnen wir mit P^Qx 
^1^1 je nachdem dieselben auf den Geraden pqr p'q'r 

liegen. 

Es können daher vier Dreiecke dem Kegelschnitt cinbeschriebeo 
werden, welche mit einem der gegebenen anf einerlei mit dem ss- 
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deren auf dreierlei Art pcrspoctiviscli liegen. Von diesen vier Drci- 
Gckeii siml snU h*' zwei, welche die Projectionen eines der gegebenen 
Üreiecke bilden . also E^F^G^, K^'F^'G^' oder f^G^, E^'Fi'G^' 
zn einander perspectivisch, das Projectionscentrum ist in beiden 
Fftllen (k r Pol der U U' Geraden. U' Punkte sind nämlich con- 
jugirt, und es wird die Seite F^Ei des Dreiecks A^E^F^' durch den 
Pol der Geraden U U' gehen, da U und U' auf A^E^ boziehungs- 
weise A^E^' liegen. 

Die oben mit ]\ ... Jl^' bezeichneten Projectionscentren haben 
eine besondere Lage: Die Punkte I\Q^Jl^^ ^U' ^\\c\i 
I\ ... K^' liegeu auf je einer Geraden, welche durch den Pol / «ier 
VV Geraden gehon. Dies folgt daraus, dass 1\U^R^^ daher 
auch Pf'Q^'Jli'^ I\QjJt^y P^'Q^'B/ auf jo einer Geradeuliegen, 
ferner dass die Verbindungsgeradeu der J^Q^B^ Punkte mit jedem 
der Punkte P^' Q^R^' durch T gehen. 

Kachdem die Schnittpunkte der Gegenseiten der einfaefaen Sechs* 
ecke B^C\I. lUG^A^, F^lL.K A^(.\jC^, E^A^F^ C^G^B^ die 
Pankte i'^, Q-^, sind, fallen die Pascal'schen Linien der benannten 
einfachen Sechsecke in PfOt^ Goraden, nachdem femer die Pascal- 
scheu Linien der E/E^AiG/G^C^, F^'^g/Zg^äV^jCg einfachen Sechs- 
ecke jlP^Pi, TP^Q^ Geraden sind, so ist unsere Behauptung be- 
wiesen. 

Bezüglich der Punktparc 72^ i'^P*', Q^Q^' und P^Qi^Q^B^^ 
jRfPi endlich P^B^', Q^P^\ B^Q^' ist zu bemerken, dass dieselben 
eine Involution bilden, da die erste, zweite und dritte Punktgruppe 
die Prejection der F^F^\ G^G^' involutoriscln r Punktpare 

ist aus den B^^ A^^ Punkten auf P^Q^ Gerade. Ebenso bilden 
Pi ... ü,' Punkte auf dreierlei Art eine Involution. 

Die sechs Punkte F.,, C.., F^, /i^, G,,, J„ haben abgesehen von 
der dreifachen perspoctivischcn Lage (h^r Dreiecke E^F^G^, A^B^C^ 
noch die Eigenschaft, dass die drei Pascarschcii Linien der 
K^aFjB.,G^Ai, E^B^F^A^G^a, E^ A^F^C^G^B., einfachen So<'hs- 
ccke. wie aus den früheren ersichtlich, zusammenfallen in die P^U-^ 
Gerade. Bei einem anderen Pasoarschen Sechsecke schneiden sich 
die drei Pascal'schen Linien, welche solchen einfachen Sechsecken 
entsprechen, in einem Steiner'sdieu Punkte. Im gegenwärtigen Falle 
können wir jeden Punkt der igOs Geraden als einen Steiner'schen 
nennen, bezüglich des in Betracht gezogeneu Sechsecks, und es wird 
der Schnittpunkt 8^ der PascaPschen Linien der E^C^F^ A^G^B^y 
^B^F^C^O^A^ EfAfF^B^Q^C^ elniswhen Sechsecke, als zn allen 
Punkten der P^Q^ Geraden conjnghrt, der Pol von P^Qg sein. — 
Wir können auch auf eine andere Art zeigen, dass der Schnitt- 
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paukt der Pascal'fldien Liniea der leUtbenannteii Sediaeeke der Fol 

von y . (i^ ist; dieselben sind natnlich als VerbinduBgiUnieB der DofK 

pelpankte tob K.^F,^G^ A^B^C^ K^F^G^ ...^ C^A^B^ ...\ 
EiF^G^..., B^CiAf iBvolntorSscbeii Pttnktreihei die PcrfarsD tob 
Pf^ Paukten. 

Die einziehen Sechsecke E^'C^G^'B^F^'A^, h^C^F^B^G^A^, 
E^'C^Gi'B^Fi'A^ haben dieselbe Eigenschaft als E^CiF^B^G^Af 
nämlich; vom ersten Sechsecke fallen drei Pascarsche Linien in /^Qj 

Geraden, wübrond sich drei in schneiden; von den anderen zwei 
Sechsecken fallen drei Pascarsche Linien iu J\ Qj, während sich die 
anderen drei im iS, l'uukte treffen. Es ist ferner leicht ersichtlich, 
dass sich >S;j.s, UU^ Punkte iu einer Geraden befinden, denn diese 
Punkte sind conjogiit zu T. 

Die bi8beng«»n Betracbtangen konaea wir in einem Satz zn* 
sammengelust, so anssprecben: 

„Wenn einem Kegelschnitt zwei Dreiecke einboschrieben aind^ 
,,danB kann man nnendlich viele Dreiecke dem Kegelschnitt eiaschreibent 
„welche mit den gegebenen zugleich perspecttviscb liegen; es gibt 
„18 Dreiecke, welche denselben gemeinsamen Eckpunkt haben, dem 
„Kegelschnitt einbeschrieben und mit den gegebenen Drdecken per» 
„spcctiyisch sind ; es gibt femer 18 dem Kegelschnitt einbeBchriebeno 
„Dreiecke, welche mit einem der gegebenen Dreiecke auf einerlei 
„mit dem anderen anf zweierlei Art perspectivisch nnd. Anaaer 
„diesen sind noch 4 besondere Dreiecke Torbanden, welche mit je 
„einem der gegebenen Dreiecke anf einerlei, mit dem anderen an! 
„dreierlei Art perspectivisch sind. Von diesen vier besondem Drei- 
.^ecken sind zweimal genommen zwei selbst perspectivisch, das Pro* 
,.jectiouscentrum, welches diesen Lagen entspricht, ist ein und der- 
„sclbc Punkt. Die Zahl der Projectionscentrcu, welche der pcr- 
„spectivischen Lage dieser vin und der gegebenen zwei Dreiecke 
„entsprcclicn. ist 14, wovon 2 Punkte solche zwei Stoinersche con- 
,Öugirte Punkte sind, welche zu den, durch die Eckpunkte der gc- 
„gebcncn Dreiecke bestiniuitcu PascaFschcn Sechsttki n m-liören, die 
.,übrigeu 12 liegen zu jo 6 auf zwei (ieradeu und bilden auf diesen 
„Geraden anf dreierlei Art Involutionen. Der Schnittpunkt di«^ser 
„zwei Geraden fällt einerseits mit dem Projectionscentrntn zusaimneu, 
, .welches die perspectivisehc La^'c d«T vier bi-soiideren Dreieekc be- 
istimmt, andrerseits bildet er mit den orwäbutcu Steiuer^scbeo Fnaklmi 
„ein Tripel bezfiglieh dos Kegelschnitts*". 
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4. 

ÜDtersuchcn wir in wie fern sich dieser Satz ändert , wenn die 
gegebenen Dreiecke yl, C, , auf drcrlei Art perspectiv iscli 

sind, Dämlicb wenn: •^S' ^i^s» -^i^i^ -^i-^t^ ^1^21 

ÄjCv; C\ Geraden sieh beziehunjysweiso in /*, Q, R Puukteu 
schneide oder kürzer ausgedrückt, wenn A^B^C^ in Rücksicht auf 
die Reibe der entsprechenden Punkte mit A^B^C^^ (\,A^B^^ B^C^A^ 
perspoctivisch ist und die Projectiousceatrou beziehungsweise 1\ Q, 
R sind. 

Wenn die Polaren von l\ Q, R mit q, r bezeichnet werden, 
dann ist ans dem früheren hekannt, dass sich diese Polaren als Pas- 
carschc Linien der .1, i^, A,> C\ B^. A^ B^ B^ C], C^A^^ A^ A^ B^ B^ C^C» 
einfachen Sechsecke in cincni gewissen Punkte schneiden, welcher 
der Pol ist von den in eine « Gerade fallenden Pascal'schen Linien 
der einfachen Sechsecke w4, B^ B^^ A^ C, , B^ B^ C\ A^y Aj^ B^u^ 

IBs seien nan ABC die Projocüonan der A^B^Ci Punkte ans 
einem beliebigen P| Pankte der a Geraden, so wird ABC Breieck 
mit A^C\B^^ B^A^C^^ C^B^A^ perspecti?i8che Lage haben; die Pro- 
jectionscentren Pf, Q«, liegen auf«. Nachdem ^BCBreiedc die 
Projection von B^ ist ans einem Punkte der « Geraden, so 
wird ABC Dreieck auch mit B^ c„ B^ C\ A^, c\ J, B^ pcrspectivi- 
sche Lage haben and die Projectionscentren sind J\, (i^, R^\ ABC 
l)reieck ist daher ant dreierlei Art perspectivisch mit den gigebenen 
Dreiecken. — Die erhaltenen rrojectionsceutren I\ ii^B^, 
bilden auf dreierlei Art Involutionen, weil die rrojectiüu der ^i^U, 
Bj ffo, Cf (\, wie auch .1, C\, B^ A^^ /?2, endlich A^ B^^ B^ Cg, C\A» 
involutorischo Panktgruppeu aus A beziehungsweise B, C auf dio 
Gerade 9 die Punktpare i^/*,, QiUt, RiRt\ Qi^t; 
QiA, i^iO^. ^"tl. 

Ks sei 2weiteo8 E^F^G^ die Projection der AyB^c\ Punkte ans 
(p, «) auf den KegelschDitt, dann wird E^F^G^ Dreieck, da (/>, ^) 
anf 8 liegt, mit B^t\, A^B^c^ auf dreicarlei, da (77, s) auch aut ;) 
liegt mit AiB^Ci noch auf einerlei Art perspectivisch sein, nämlich: 

A'iFgGg Dreieck ist mit den Dreiecken A^B^C^^ A^C^B^, B^A,,C^y 
C^B^A.2 'li^^i^'i, J^iC, .1, , C\ A^ Bi perspectivisch. Dio Drei- 
ecke AiBjC\, .L/^oCg, i:^I\G^ bind dalwr })arweise pcrspcctiviscb, 
uud es bilden <lio Projectionscentren, welch« dirscr Lage entsprechen, 
ein Polardreieck; zv\ei Projectiousceiitreu sind aber /' uud (/), 
daher wird das dritte Ccntmm S sein, da S zu den erstercn zwei 
Ponktcu co^jugirt ist. Daraus schliesscu wir, dass G^ die Pro- 
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joction diT Eckpunkte des Dreiecks A^R^C^ aus S auf den Kegel- 
suhnitt, daher von (7),«) auabhängig ist, welche Eigenschaft wir auch 
so aussprechen können: dass die Projection drs Dreiecks 
ans dcu Punkten (/>, «), (9, «), (r, «) ein and dasselbe i^i^ /'s Crt i^r^^i- 
eck ist. 

Mau kauü noch ein so merkwürdiges Dreieck A"j I\ CV, linden, 
indem man Aylf^C\ aus .S, oder aber A^B^C^ Dreieck aus (|). «), 
oder «) cudlich (r, «) Punkte auf den Kegelschnitt projicirt 

Die zwei Dreiecke G^y E^F^G^ sind auf dreierlei Art per- 

spcctiviscli nämlich: K^h\G^ loM E^_h\G^. G^E^F^, F^G^ ^ 
Projectionscentren sind heztehnngsweise Q, Dies ist daraus 
ersichtlich, dass sich A^E^, A^E^, B^F^ ... C^G^ Gerade im Pole S 
von ^ und A^A^, Gerade im Pankte P schneiden, daher 

f;^, F, F^, r?, rVg Gerade durch P gehen ; ebenso wird der Beweis 

geiulut liir die zwei aiiJereu perspectiviscbcu Lagen. 

Das Resultat dieser Untersuchung lautet: 

„A^'t'un zwei deraselbeu Kejj^olschaitt einbcschriebeue Dreiecke aut 
„dreierlei Art perspectiviscli sind, dann kann man unendlich viele 
„Dreiecke dem Kegelschnitt einschreiben, weiche mit den gegcbeueu 
,^uf einerlei, und unendlich viele, welche auf dreierlei Art pcr- 
„s]iectivi8ch sind. Die Projectionscentren, welche zu jedem dieser 
,,lctzteren Dreiecke gehören, liegen auf einer 9 Geraden und bilden 
„eine Involution; diese *s Gerade enthält auch die Projectionscentren, 
.^welche aus der perspectivischea Lage der gegebenen Dreiecke ent- 
„stammen. Mau kann aber noch zwei besondere Dreiecke dem 
„Kegelschnitt einschreiben« welche mit einem der gegebenen auf 
„dreierlei, mit dem anderen auf viererlei Art perspectivisch sind, und 
.,dicse sind die Projectioneu der gegebenen Dreiecke aus dem Pole 
t,der 9 Grcraden auf den Kegelschnitt. Diese zwei besoadcrea Drei- 
„ecke sind mit einander auf dreierlei Art perspectivisch; die Pro» 
,jeGrioBscentron, welche zu diesen Lagen gehören, fallen mit den 
„Projectionscentren zusammen, durch welche die pcrspectivische Lage 
„der geg(3beucn Dreiecke bestimmt ist*' 

Zu bemerkeu ist noch: wenn die gegebenen Dreiecke auf viererlei 
Art perspectivisch siud, wie z. B. in der früheren Figur E^F^G^ 
A^B^C^y erhalten wir keine wesentlich verschiedene Figur. 

5. 

Kehrcu \Nir nuu zn der, von den ti iihereu Cün^^U ucnoiten sich er- 
gebenden besüuuutcu Aulgabe zurück, welche so lautet: es sind drei dem- 
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selben Kegelschnitt einbcschrieboue Dreiecke A^B^C^, A^fhC^^ 
yfjÄjCj gegeben, man construiro oin Viereck, welches Uoni Kc.i^cl- 
schnitt eiabefichrieben ist und mit dem gegebenen perspectiv iscU liegt . 

Wir ooDStrnireQ (70. Teil p. 447) die Verbindungsgerade der 
Doppelpunkte der perspectlviscbcn Ponktreihen B^C\,.,^ A^ 
... and A^JiiC\ A^B^C^ welebe die Pascarsche Linie der 

A^ C, iJ, Af C\ ylj 63 i^, A^ C\ B.^ einfachen Sechsecke sind, die Pro- 
jcction der Punkte A^ B^ C\ vom Schnittpunkte dieser Geraden auf 
den Kegelschnitt, bilden die iiickpuuktc des gewünschten Dreiecks. 

Die Punkte A^B^C^^ ^%B^C^ wie auch Ä^B^C^^ A^B^C^ be* 
stimmen anf sechserlei Art projectivischo Pnnktreihen, dann hat die 
Aufgabe im Allgemeinen 36 Lösungen. 

Bei besonderer I/ilm- der gegebenen Dreiecke ftndert sicli die An- 
zahl der Lösungen, fällt nämlich von deu Doppeljiunktcn der sechs 
ersten projectivischen Punktreihen irgend einer, oder zwei, mit irgend 
einem oder zwei zusan)men gehörigen Doppelpunkten der sechs an- 
deren projectivischen Punktreihen zusammen, dann liefern im ersten 
Falle diese besondern Punktreihen kein Dreieck, im zweiten Falle 
aber bestimmen die Punktreiben unendlich viele Dreiecke, welche mit 
den gegebenen perspectivisch liegen. In diesem letzteren Falle sind 
6 besondere Dreiecke vorbanden, welche mit einem der gegebenen 
Dreiecke auf dreierlei, mit den beiden anderen auf einerlei Art per- 
spectivisch sind. Um dies einzusehen^ setzen wir voraus, dass^BjC]..., 
A^B^C^ . . . , und j4| ' . . . , A^B^C^ projectivischen Punkt* 
reihen dieselben Doppelpunkte haben, welche daher auch Doppel- 
punkte sind der ./ff . . . , A^B^C^.,, projectivischen Pnnktreihen. 
Die Yerbindingslinie dieser Doppelpunkte ist die gemeinsame Pascal- 
sche Linie der c.^ . i^^ ( \ n.^ , .l^ C^B^ A^ c\ B^ , A^ C3 B^ -I3 a B,^ 
einfachen Sechsecke. Auf dieser Pascal'schon Linie liegen iS^, 
Si drei Steiner'sche Punkte, welche aus den drd aufgeschriebeneu 
Bechseckeu entstammen, wenn man dieselben als vollständige Sechs- 
ecke betrachtet. Werden nun z. B. die Dreiecke A^ By A^ B^ C\ 
aus auf den Kegelschnitt projicirt, so bekommen wir zwei solch« 
Dreiecke, von welchen das erste mit A^B^(\, A^B^C\ auf einerlei 
mit auf dreierlei, das zweite mit .1.. /^Cg und A^B.^C.^ auf 

einerlei, mit A^BiC'^ auf dreierlei Art perspectivisch ist. 

Wir können daher sagen: 

„Wenn einem Kegelschnitt drei Dreiecke einbeschrieben sind, 
80 können im Allgemeinen 36 Dreiecke dem Kegelschnitt einbe- 
schrieben werden, welche mit den gegebenen perspectivisch sind. 
Bilden die Eckpunkte des einen Dreiecks mit den Eckpunkten eines 
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dor zwei anderen zwei solche Sechsecke, von dessen Seiten keine anf 
die Seiten der Dreiecke fällt, von welchen aber zwei Pascal'scbe 
. Linien in derselben « Geraden liegen, dann kann man dem Kegel- 
schnitt unendlich viele Dreiecke einbeschreiben, welche mit den ge- 
gebenen perspectivisch sind. In diesem Falle kann man sechs be- 
sondere Dreiecke finden , welche die Projectionen von den gegebenen 
Dreiecken ans gewissen Pankten der « Geraden sind; diese beson- 
deren Dreiecke sind mit einem der gegebenen anf dreierlei, mit doh 
ttbrigen zwei anf eineriei Art perspectivisch/* 



6. 

Wir wollen jetzt dio Frage beantworten: wie mau einem Kegel- 
schnitt ein Dreieck einl S( lireiben kann, dass mit dem im Kegelschnitt 
einbescbriebcncn .tj C'i' Dreieck auf zwei-, drei- oder viererlei Art 
perspectivisch ist uud einen A Pnnkt des Kegelschnittes zum Eck- 
punkt hat. 

a) Die erste Aufgabe kann man nur dann lösen, wenn die Eck- 
pankte des Dreiecks und der gegebene Punkt harmoniscb liegen, 
dann aber hat die Aufgabe unendlich viele Lö8UUf,'on. Sind z. B. 

Cj Punkte durch AA^ harmonisch getrennt und BV fernere Punkte 
des Kegelschnittes, welche ebenfalls durch AAi harmonisch getrennt 
sind, lana ist ABC, Dreieck mit A^BiC^ anf zweierlei Art per- 
spectivisch. 

b) Um die zweite Aufgabe zu lösen, bezeichnen wir die (bekannt- 
lich in derselben Geraden liegenden) Schnittpunkte der Tangenten in 
Ag Bi C] Punkten mit den gegenüber liegenden Seiten des Dreiecks 
A^ Bi C] resp. mit Qj Q$ den gemeinsamen Punkt von AA^^ Q,<2| 
Geraden mit Pj , endlich die Projection von B^ , Cj aus auf den 
Kegelschnitt mit B resp. C. Die Pascal'schen Linien der BiB^BACiC 
und AAiBC\CBi einfachen Sechsecke liegen in derselben PiQiQsQs 
Goraden, da die Pascal*sche Linie dos ersteron Sechsecks Qii\ ist 
und durch den Schnittpunkt von BA^, CB^ geht, während die 
des zweiten P, und Pi Punkte verbindet und zugleich den Schnitt- 
punkt /'s von BC\, AB^ enth&lt Ebenso kann man beweisen, dass 
die Pascarschcu Linien der C\C\C A^B^B^ AC\BB^( wie auch 
Jj^ljJ i^,C ,C , AH^HA^C(\ einfachen Sechsecke in l\ 

Gerade fallen uud lu Anbetracht d(?s zweiten uud vierten Sechsecks 
C,iL.', CAi Gerade durch i^^, BA^ uud CAi Gerade durch i j gehen. 
Die Lage der BC Tunkte ist daher derart bestimmt, dass ABC Drei- 
eck mit AiB^Ci auf dreierlei Art porspectivisch liegt. 
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e) Die dritte Aufgabe kaDit man nur unter der Bedingaug 
Idaen^ dass — wie bei a) — ein Eckpunkt des Dreiecks z. B. 
Ton Bi C| durch den gegebenen A Punkt barmoniscb getrennt ist. 
Fahrt man dabe^ die unter b) gegebene Gonstruction durcli, so er- 
hält man BC Punkte, und iiBC Dreieck wird mit ^,^iC„ B^C^Ai, 
Ci , C, Bi perspectivisch liegen. Bezeichnet man die Pro- 
jectioneeentren, wekbe diesen LagcD cntsprecheD, mit l\P^l\R, die 
Schnittpunkte von -ö, C,, C^Ä^, A^B^ mit P^l^l^ Gerade resp. mit 
Q, dann folgt in Anbetracht der Yiucckc B^C\BC, A^B^AC, 

A^t\AB^ (lass J\QjJi, r^ii^R, P^Q^Jl Polardrciecke sind, und dass 
nicht allein B^C\ und BC durch AA^ harmonisch getrennt sind, 
sondern auch A^C\, BA durch 6'^,, sowie AC durch BC^, 

welche letztere Eigenschaft zur einfachen Constructioii der HC Punkte 
(ru-neu kann. Mau bemerkt auch, dass ABC /i^C^ Pmilvt- aui dem 
Kegelschnitt I\ P^r^ QiQiQs Polare von Ji auf viererlei 

Art lavolutionen bilden. 

Mitteist dieser Constmctionen sind wir im Staude folgende Auf- 
gaben zu lOsen: 

„Auf einer Geraden (oder Kegelschnitt) sind A^ B, Cj A Punkte 
gegeben, man bestimme C Punkte derart, dass die sechs Punicte 
ABCA^BjCi auf 2wei-, drei- oder viererlei Art laTolutionen bilden 
BoUen*S 

Die erste und dritte Aiii-cilu' kann nur dann j;eiüst werden, wenn 
die gegebenen Punkte harmonisch liegen. Ist vLlj von /^j har- 
monisch getrennt, dann entsprechen alle Punktpare , welche A , A^ 
harmonisch trennen (und beim Kegelschnitt auf demselben liegen) 
der ersten, diejenigen zwei Punkte B resp. C aber, welche .Ii , B^ 
von Ci und Ag^ Ci von B^ harmonisch trennen, der dritten Aalgabe. 

I'm die zweite Aufgabe zu losen, projicirt mau die gegebenen 
Ptnikte, wenn dieselben auf eiuer Geraden liegen , auf einen Kegel- 
seijuitt aus eiuem beliebigen 0 Punkte desselben nach A/Ii^'C^'A' 
und sucht B\ C derart, dass A'B'C\ A^B^C^ Ürdeckc auf drei- 
erlei Art porf?pectivi8ch liegen sollen, die Projectionen BC^ der B'C 
ans Ü auf die Gerade sind die gewünschten Punkte. 



\Vi im wir in der letzteren Construction keine Rücksicht auf die 
Ordnuug der gegebenen Punkte nehmen, dann hat die Aufgabe vier 
L5snngen. Um die gegenseifige T.aire dieser vier Punktpaare zu er- 
kennen, woUeu wir folgende Bezeichuuugeu ciuftiiiren. 



7. 
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Die gegebenen vier Punkte ß, C, D bestimmen vier Dreiecke 
und wir bezeicbuen mit «, c, d dicjeuigcn Geraden, in \selcheü 
die Seiten der liCD, CDA, DAß, B^IC Dreiecke die Taiigcutea in 
den gegenüber liegenden Eckpunkten schneiden. Auf jod^^r der Ge- 
raden fl. c, tl liegen sechs iiivulutorischc Punkte, wovon drei die 
Schnittpunkte der Si iten des zur Geraden gchungen iJroiecks sind, 
die übrigen drei ;i1m r die Projectionen der Eckpunkte des Dreiecks 
aus dem vierten Punkt auf die Gerade; die erstereu drei Punkte 
z. B. auf fl, d. h. die Schnittpunkte von BC, CA, Aß mit </ nennen 
wir J)a, Oß, Dy, die anderen drei, d. h, die Schnittponkte von DA, 
DB, DC mit d nennen wir Da, Db, De. Es wird daher nach dieser 
Bezeichnung By der Schnittpunkt von b mit AD (oder auch mit der 
Tangente in C), Ca aber von ilC mit e sein. 

* 

Beyor wir die gewOnscbten vier Panktpaare constroiren , woUea 
wir zeigen, dass ABCD Viereck und abed Yieneit ein gemeinsames 
Diagonaldreieck XYZ haben, wo X, F. Z resp. auf AB. AC, AD 

Geraden liegen. XYZ ist nämlich das Diagonaldrcieck desjenigen 
Vierseits, welches den Kegelschnitt in ABCI) Punkten berührt und 
es werden daher (iic Schnittpunkte der Tangenten in B und mit 
den Geraden AC resp. DD, d. h. und Ca durcli X Punkt nnd 
YZ Gerade barniüniscli getrennt ; ebenso C'^-j und Da i'unkte. Daraus 
folgt, dass sich CaCy:T <• und DaDß = d Geraden auf FZ schnei- 
den. Ebenso wird bewiesen, dass die Schnittpunkto der übrigen 
Seiten des Vierseits auf d( n S( iten des XYZ Dreiecks liegen. Ans 
dieser Eigenschaft des genannten Vierseits ist leielit ersichtlich, dass 
die so bezeichneten Punktepare Ac, Ca wie auch D^, Cs durch 
Ecken und Seiten des Diagonaldreiecka XYZ barmoniach getrennt 
aind. 

Wir wenden nna jetzt sor Gonstraction der gewftnscbteii Punkte- 
pare nnd bezeichnen die Projectionen der C Punkte ana Da anf 
den Kegelschnitt mit E^h\ , ans Ad mit E^F^ \ die Projectionen der 
D Punkte aus Cb mit E^F^ ans Be mit F^E^ 

Aus dem Früheren ist bekannt, dass ABC, DE^F^-, DBC, A.E,F,; 
BAD, CE^F^', CAD, Bf^E^ Dreiecke auf dreierlei Art porapectivisch 
sind, oder was dasselbe ist, die bezeichneten Punktgruppen anf 
dreierlei Art Involutionen bilden. Nachdem Ad und C, B Punkte 
durch Z, X Y harmonisch getrennt sind, so werden sich die Geraden 
CDa, BAd wie auch CAd, BD„ auf XY Gerade, der Polare von Z 
schneiden; diese Schnittpunkte sind conjngirt zu daher CB und 
Jf^Ei^ wie auch CB^ E^Fi Geraden durch Z gehen. 
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Kbeuso wie wir jetzt bewiesen haben, dass Fyh\ Punktpar die 
Projection von K^F^ ist aus Z auf den Kegelschnitt, kann man 
zei^eu, E^F^ die Projection von aus Z\ E^F^ die Projection von 
iSg^ ans Y\ i^jFj die Projection von E^F^ aus J^T etc. oder in Worte 
gefasst, dass die Projection eines dieser Punktpare ans XYZ auf 
den KegeUcbniU die abrigf^n Pnnktpare sind. 

Pas Besnltat dieser Untenncbmig können wir so auasprecheu: 

„Wenn einem Kegelschnitt ein Viereck cinbeschriebeD ist, so 
kann man ?ier Ponklpare constmiren, von denen jede mit den ge- 
gebenen vier Eckpunkten anf dreierlei Art Involutionen bilden; die 
Projectionen eines jeden dieser Pnnktpare ans den Eckpunkten des 
zom Viereck gehörigen Diagonaldreiecks auf dem Kegelschnitt, sind 
die übrigen drei Ponktpare.^' 
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Einige Sätze 

über das Viereck und KegelschuitibüächeL 

Von 



1. Bekanntlich liegen die een j w t i rte n Punkte za allen Ponkten 
einer Geraden bezQglich eines '^^erecks auf einem Kegetadinitt; der* 
selbe gebt durch die Eckpunkte des Diagonaidreiecka , weil diese 
conjugirt sind zn den Schnittpunkten der Geraden mit deu Seileu 
des Diagonal dreiccks, uud trifft ausbcrdem dio Seiton des Vierecks iu 
deujenipen l'uukieu, welche zu den Schnittpuiikteu der Seiten mit 
den GcidJen conjugirt, daher durch die Eckpunkte des Vierecks 
harmonisch getrennt sind. Verbindet man von diesen letztert^n 
Schnittpunkten zwei solche die auf den Gegenseiten liegen, so treffen 
sich die drei Vcrbin<lungsj:eradeu in demselben l'uakte, welcher der 
Pol der angenuniineueu Geraden bezüglich des Kegelschnitts ist Die 
Schnittpunkte des Kegelschnitts mit »1er Geraden sind Doppelpunkte 
derjenigen Involution, welche die Spuren der ViereckssL-iten auf der 
Geraden bestinunen. Geht die Gerade durch einen Diagonalpunkt 
dea Vierecks, so serfikUt der Kegelachnitt in zwei Gorade, wovon 
eine ton der angenommenen durch awei Vicrekseiten harmonisch ge- 
trennt ist, die andere aber die übrigen zwei Diagonalpnnkte verbindet; 
geht die Gerade durch einen Eckpunkt des Vierecks, so berflhri nie 
den entsprechenden Kegelschnitt in diesem Punkte. 

Im Folgenden wollen wir dir lAkpunlvte des Xierrck- mit .w>r/>, 
die Dia^oualpunkte auf deu Seileu JJC\ CA^ AB mit AiZ, die 
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Setofttponkfe den iDgenoromendii ^ Geraden und der BÖ, CA, AB, 

AD, BD, CD Seiten mit J^RP^Q^R^, die ihnen conjngirten Punkte 
mit P'O'R' Pt'Q^'R,\ den Schnittpunkt der P'J\\ Q'Q/, 7?7^,' Ge- 
radi ii mit G, endlich den zu y gehoriguu P' Q! . . , XIZ Kegelschnitt 
mit y, bezeichuun. 

2. Nennt man die Schnittpunkte der i»'P,', Q'Q/, /l A',' Ge- 
ladt'u mit ^ beziehungsweise /q, Qo, /?o, dann gehen die Geraden 
P^X Qn^^, B^^Z durch (U^nselben Cf' Punkt, welcher conjugirt ist zu 
U bezüglich des Vierecke. 

Nachdem nämlich die Punkte P*, P\\ Q,, c^/; R\ K\ durch 
(r, g harmonisch tjetrennt sind, so schneiclen sieh Pc^X^ QiyY. B^iZ 
Geraden in einem Punkte, v.( liln i ^ llu (/ durch die Seiten il 's \ ier- 
ecks ebenfalls harmonisch getrennt ist, d. h. in dem zu G coujugirten 
Piokte. 

3. Schneidet ein dem Viereck >4/JC/> umschriebener Kegelschnitt 
K die (ii i .ifJe g in , dann geht die Verbindungslinie der zu 

bezüglich des Vierecks coi^iugirtea Punkte darch 

E, ist ein entsprechendes Pnnktpar derjenigen iuvülutori- 
schcn Punktreihe PJ\ UQiRRi in weMien die Gegenseiten des 
Vierecks ;/ schneiden. Constrnirr man in dem involutorischen StrahU 
bOschel X{PJ\(iQiKf-:^) diejenigen Strahlen XP' XK\ .YK/, 
welche von den f-rsteren durch A, B harmonisch getrennt sind, so 
bilden dieaelbeu *) übculalis ein involutorisches Strahlbtlschel 
X(P'P^' Q'Q^' E'E^'). Dieses Strahlbüschel schneidet den Kegel- 
schnitt y in einer involutorischen Pnnktreihe P'P^'Q'Q^'E'Ei ... 
und es wird daher die Gerade /;'/;,' durch den Schnittpunkt G voo 
P'Pi\ Q'Qi gehen. — Aendcrt sich E im Büschel (ABCD), so be- 
schreibt EE^ die involntorische Punktreihe auf fj und K'E^ Gerade 
ein Strahlbüschel um 6r; die iavolatoriscbe Paoktreihe ^ 
das StrablbOsehel E'E^ . . . , wie auch die Sporen desaelbeii in ^, 
sind zu einander projectiTkch 

« 

4. Wenn der conjngirte Pnnkt ?on E bezOgticb des Vierecks 
AßCD nnd XYZ das Diagonaldreieck des Letzteren iat, so liegt der 
coi^ngirte Pnnkt E" von E besO^ch des Vierecks B*XYXBiat dem, 
dvch ABCDB Punkte gehenden Kegelscbnitt £ nnd berflbrt 
Ein E". 



•) Staadt. I. Beiti i^. z. G. d. L. p. 45. 
**) CbMlM. TtM dM 8«ctioiM coniquet. p. 101. 
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Die Tangenten ans E' zum Eegdachnitt E werden denaeUMn 
in E und in einem anderen E*' Paukte berfibren; die Polare dei 
Sclmittpanktes der Geraden XZ ist £'y, daher die Pnnkte 
£, Ef^ dnreh E'Y^XZ Geraden harmoniscb getrennt Ebenso wiid 
bewiesen, dass Ef Punkte dorcb E*X^ YZ wie aacb E*Z^ XI 
barmoniseh getrennt nnd also E" der zu E bezUglicb des Tierecki 
EfXYZ coi\jiigirte Pnnkt ist 

5. Werdeu zu den Scliuittpuükten einer Geradeu mit den Seiten 
eines Vierecks zuerst die conjugirten Punkte construirt, dann die- 
jenigen, wekbe von den genannten Schnitt|>!inktoii liarniunisch ge- 
trennt sind, durch die gefundenen conjugirten und Diagonaipunkte, dann 
geben die Verbindungslinien der auf den Gegenseiten liegendes 
Pnnkte, die wir zuletzt erbaLten haben, durch denselben Punkt. 

Bezcicbnet mau die Schnittpunkte der g Geraden und der Vier- 
eckseiten, wie früher, mit PQRPjQiR^^ die conjugirten Punkte der- 
selben mit P'Q' ... 7e,' die conjugirten von P, Q ... Ä, bezüglich 
der Vierecke P'XYZ, Q! XYZ, ... n\XYZ mit P*\ Q", ... n^'\ dann 
sind r"Ci' ... R" diejenigen Punkte, deren Lagenverbäitniase der 
Satz ausspricht. P" muss nämlich , da sich P auf Seite P'X des 
Vierecks P'XYZ^ befindet, auf derselben Seite liegen und von P 
durch P\ X harmouisch getrennt sein. Man construirt diese Punkte 
anf eine einfache Art. Nachdem P\ P^' Punkte durch ^, O har- 
monisch getrennt sind, so schneiden sich die Geraden GP^^ PP\ 
wie auch GP, P^P^' in P" resp. P,"; die Strahlen f!{P^Q^RyPQR) 
schneiden daher die entsprechenden Yiereckseiten in P"Ql'B!'P^*ki"R^" 
Punkten. Es ist femer ans der, anf den Yiereckseiten liegenden 
bannonischeu Pnnktgmppe leicht ersichtlieb, dass P^P/', (CQ^t 
STR^OtmAen besiehnngsweise durch PoS(^^i« Qo^CQQ» 
Q'Qi'), B^^{RR^^ E'Ri) gehen. Betrachtet man nnn die hs^ 
monischen Strahlen PoCP'P'^JTP), QoiQ^QfTQ), B^iH'srzS) die is 
g einen gemeinsamen Strahl haben, nnd deren entsprechende Strahlen 
Pa^'\ %ü\ RqR\ wie anch P^X, (^i; R^Z durch G resp. G' (2), 
geben, so folgt, dass sich PqP"i\". Q^Q"Qi \ R^R^'R^" Geraden in 
demjenigen Gq Punkte troffen, welcher von g durch ff, G^ banoo- 
nisch getrennt ist. 

6. Schneidet der durch ABCD Eckpunkte eines Vierecks, desseo 
Diagoualpunkte ^F^sind, gelegte E Kegi Isihnitt eine g Gerade in 

E^^ und sind E'h\' die conjugirten Punkte von A', bezüglich 
E'XTZ resp. /^:/A' FZ Vierecke, dann gehen EE^, /'"i^'/i J^'i^" Ge- 
rade durch denselben K^^ Punkt, EK^'\ E^L^', '-j/ durch (?} Eq 
und G sind coigugirt bezüglich des JL^gelfichoittes E. 
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Die Tangenten In den nnd £| B^** Eckpunkten des dem 
Kegelsdinitt E einbeachriebenen EB^SfE^" Vierecks selineiden «ch 
nach (4) in E* resp. £/. Darans folgt, dass EE^^ E'Ei', E^Ei" 
und EEi'\ E^E'% E'E^' Geraden dnrch denselben resp. G Pnnkt 
gehen , welche bezaglicb E conjngirt sind. G stellt den von uns In 
dem Frftheren mit demselben Buchstaben bezeichneten Punkt dar, 
weil G von E^^ig, E'E^') durch E', Punkte harmonisch ge- 
trennt ist 



7. Schneidet der, durch AIJCD Eckpunkte eines Vierecks ge- 
legte Kogelschnitt E eine g Gerade in A', und sind K\ /:.'/ ihre 
conjugirteu Punkte bezüglich dos Vierecks, dann geht die Gerade, 
welche den Schnittpunkt Eq von EE^' mit dem Pole der E'E^' Ge- 
raden verbindet, bei Aenderun«? des Kegelschnitts £ im Büsche 
{ABCD)y durch denselben G' Punkt 

Diese Verbiuduugsgorade ist die Polare desjenigen Punktes (», 
weiher E\ K^' von E(^ harmonisch trennt, und diese Polare tjeht bei 
Aenderuncr des Kegelschnitts im Büschel {ABCD)^ durch den zu G 
conjugirteu Punkt G\ 

8. l'mschreibt man dem Viereck ABCD, dessen Diagonalen- 
punkte XYZ sind, einen Kegelschnitt £, welcher eine Gerade g in 
E, JSi trifft, construirt zu diesen Schnittpunkten die coujugirte E\ 
Ei* bezQgUch de« Vierecks ABCD^ wie auch E", E^" bezOglich der 
Vierecke E'XYZ resp. E^XYZ^ dann geht die Yerbindnngsgerado 
E"E^* der zuletzt gefundenen Punkte, bei Aendemng des Kegel- 
schnitts im BOschel ABCD durch denselben Punkt. 

Bezeichnet man den zum Schnittpunkt von ££^", E^E**^ d. h. 
G bezOglich ABCD Vierecks conjuglrten Punkt mit G^, so werden 
(7, G* Punkte nicht nur durch £, soudem auch durch EE^^ E'^Eg' 
Geraden harmonisch getrennt Bei Aendemng des Kegelschnitts £, 
im BOschel (ABCD) , wird sich daher E"Ei" Gerade um deiyenigeu 
Punkt drehen, welcher von g = EK^ Geraden durch G^ G' harmo- 
nisch getrennt ist, und den wir in (0) mit 6o bezeichnet haben. 

Anmerkung. Die zwei letzten Sätze sind die Verallgemeinerungen 

von (2) und (5). Denn dcgeuerirt E in die Geraden AD^ BC\ dann 
fallen E^KK^E' E^'E^'e;' Punkte iu rQrJ\r'rg'r"J\'\ der Pol 
von E'Ei m X. 



9. Ist XYZ das Diagonaldreieck des Vierecks xiBCT), der cou- 
jugirte Punkt von E bezüglich dieses Vierecks E\ bezüglich des 
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Yierecks E*X7Z aber B*\ dann ist der geometrische Ort des 
Panktes, wenn E eine Gerade g beschreibt, das Erzengniss eines 
involntorischen Stralilbüschcls mit einem zu ihra perspectiviscben 
Strahlbüschel I. Ordnung, welches bei allgemeiner Lage der Gebilde 
eineCurve III. ürduuug ist, die durch die Eckpunkte des angenomme- 
nen Vierecks geht. 

Benutzt man die frttberen Beseicbnnngen, eo ist ersiebtlieh, diK 
die Pnnlcte BE^ bei Aendening des E Kegelscbnittes ans G dnrch 
ein iDToIntorisches Strablbflsdiet, E!'E^ Ponkte ans darch ein 
eittfacbes Strablbfiscbel projicüt werden; die Spuren des letstera 
Bflscbels auf g sind aber nach (3) und (6) projectiviscb entsprechend 
mit der inTolntorischen Punktreibe EE^ . , daher auch beide Btlscbd 
projeotiviscb sind. Nach (6) sdineiden GB^ GB^ Gerade den Strahl 
G^E"K" in den Punkten E", E'\ daher ist das Erzeugniss der er- 
wähnten Büscliel dir gcomctri^^che Ort der Punkte E" oder E" . 
Dic Schnittpunkte des veiunderlichcii K Kegolschnitt:^ im iiüschol 
(AJJCD) mit dem cutsprccbcndon Strahle (r\,J\^ dos zu ihm pro- 
jectivischen Strahlbüschels G'y erzeugen dasselbe (i l»ilde, darum 
ist das yetuuilrne involutorische und einfache Stiahibuschei in ali- 
gemoiuer Lage. Die Tunkte AttCIU^(7,^ liegen auf dieser Cune 
III. Ordnung und G ist bekanntlich Düppelpuukt derselben. Während 
daher die /u den E Funkten di r g Geraden conjugirten Punkte E' 
einen Kegelschnitt y beschreiben , welcher der Geraden tj nach der 
Steiner 'sehen Verwandtschaft entspricht bosuhreiheu die i:»'" Punkte 
eine Cnrve III. Ordnung. 

10. Dreht sich die Gerade g der Ebene des Vierecks ABCD 
am einen fixen V Punkt derselben, so beschreiben die nach der 
Steiner'schen Verwandtschaft entsprechenden y ein mit dem Strahl- 
bflscbei U projectivisches KegelscbnittbQscbel [yj. 

Neum man den zu U conjugirten Punkt bezüglich des Vierecks 
ü", so gehen hekanntlicli die den Strahlen des Büschels U nach der 
Steiner'schen Verwandtschaft entsprechenden Kegelschnitte durch V* 
und die Diagonalpunkte des Vierecks. Die Spurpunktc des Büschels 
ü auf der AB Geraden sind projectivisch zu den Schnittpunkten der- 
selben Geraden mit den entsprechenden Kegelschnitten, da je swei 
entsprechende Punkte durch Ay B harmonisch getrcuut sind. 

11. Dreht sich eine Gerade g nm einen fixen ü Pnnkt der 
Ebene eines Vierecks ABCD^ so Hegen die Doppeipnnkte derjenigen 



*) Dunkle* Carren III. Ordotrag ISt. 
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IsTolntioaeii, welche durch die Spuren der Vioreckseiton auf den 
beweglichen Geraden erzeugt werden, auf einer Gurre HL Ordnmig, 
welche durch die Eck- und Diageaalpunkte des Vierecks« ao wie 
durch den zu ü coqjugirten Funkt geht 

Diese Doppelituiikt'' ^'ind nämlich die Sciinittpunkto der Goraden 
g mit den cntsprccheudcii Kegelschnitten y des Büsrlids {ü'XYZ), 
Geb! f7 diircb ileii .1 ±Icl£puükt des Vit recks, so berührt g den eut- 
Bpreckcndeu Kegelschnitt des Büschels in welcher Punkt daher 
auf der Curve III. Ordnung liegt. Die Diagonalpunkto XYZ geben 
je einen Doppelpunkt auf den Geraden t/JT, LTF, UZ, endlich werden 
die DoppelpuAfcte der auf üü' Geraden erzengten Involu- 
tionen sein. 

12. Dreht sich die Gerade g nm einen JJ Punkt , so wird der 
durch g und das Viereck ABC'D nach (1) bestimmte Punkt eine 
Cnrve in. Ordnung beschreiben, welche durch die Eckpunkte des 
Vierecks und den zu U bezüglich des U*XYZ Vierecks coqjugirten 
tr" Punkt, endlich durch die Dlagonalpnnkte dee letzteren Vierecks 
geht Jrrzsind, wie fr&her, Dlagonalpnnkte von ABCD Vieredc« 
IT, V sind Gonjugirte Punkte. 

Die Pole eines beliebigen Strahles gi im Büschel U bezüglich 
desjenigen KegelschnittbOschels {y\ welcher dem Strahlbüschel IJ nach 
der Steiner'scben Verwandtschaft entspricht, liegen auf einem Kegel- 
schnitt ki. Ist Ui die Polare des Punktes U bezüglich jenes yi Kegel- 
schnittes im Büschel [y\ welcher der gi Geraden entspricht, so wird 
der Pol der Oeraden <7. hozüglich sowohl auf ui als auf hi liegen 
nnd daher eines der Schnittpunkte dieser Linien sein. Dieser Pol 
ist aber der zum Strahle gi des Bflschels 1/ gehöriger G Punkt Bei 
Aenderang der Strahlen gt im Bttschel IT, beschreibt hi einen Kegel* 
sehnittbflsehel [i^], dessen Grundpunkte die Diagonalpunkte des Vior- 
scks V'XTZ und der zu C7 bezüglich dieses Vierecks coqjugirte IJ** 
Punkt ist; ebenso beschreibt tn ein Strahlbtlschel mit dem Mittel- 
punkt XJ**, Beide Bflschel sind projectivisch zu dem Büschel U, 
daher ist der geometrische Ort der Punkte G das Erzengniss der 
Büschel [kl und V" d. h. eine Gurre III. Ordnung. Nachdem hier 
der Mittelpunkt JJ" des Strahlbflschels zugleich Gnmdpunkt des 
Kegelschnittbüschels ist, wird U" ein Doppelpunkt der Curve sein. 
Geht der veränderliche Strahl gi des lUis* bels TJ durch den Eck- 
punkt A des Vierecks ABCD, se berührt g^ den ihm eutsprccbcndcu 
Kegelschnitt des Büschels [y] im Punkte A,, A ist daher als Pol 
dieses Strahles ein Punkt der Curve III. Ordnung, und ebenso die 
übrigen Eckpunkte des Vierecks. Die Mittelpunkte der degenerirten 
Kegelschnitte im Büschel [Je] sind auch Pole der entsprechenden 
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Strahlen im Büschel IJ, weshalb die Cune III. Ordnung auch durch 
die Diagonalpunkte des Vierecks U'XYZ geht 

13. Die Pole eines Strahlbüschels I. Ordnung bezüglich der 
entsprechenden Elemente eines ihm projecti vischen Kegelschnitt- 
büschels liegen auf einer Cnrve III. Ordnung, welche durch die 
Diagonalpunktc des dem Büschel einbeschriebenen Vierecks und durch 
den, bezüglich dieses Vierecks, dem Mittelpunkt des Strahlbüschels 
conjugirten Punkt geht 

Der Beweis dieses Satzes ist in (12) gegeben. 
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xvn. 



Die Auflösung dreigliedriger Gleichungen 

nach Gauss. 



Von 



A. M. Neil. 



§ 1. 



Um die leellon Wurzeln solcher höherer Gleichungen zn finden, 
welche aof nnr 3 Gliedern hestehen , hat der nnsterbliche Verfiuser 
der Theoria motu dne flbemuchend einfache Methode entwickelt, 
bei wacher eine Tafel der AdditionBlogarithmen zn henntzen ist 
Im m. Bache der Ganss'chen Werke findet steh diese Methode unter 
dem Titel: Beitrftge zur Theorie der algebraisehen Gleichungen 
Seite 85 n. s. f. abgeleitet Aach wird dort (Seite 96 n. 8. f.) ge- 
seigt, wie die imaginären Wnrzefai Terbfiltnissrnfiflsig leicht bestimmt 
werden können. 

Da nun diese Methode einerseitB nicht so bekannt za sein 
scheint, wie sie es verdient, andererseits die neneren Tafeln der 
Additionslogarithmen zweckmässiger angeordnet sind, als die erste 
von Ganss selber berechnete Tafd, wodurch auch das Verfahren zur 
LCeang der bezeichneten Gleichungen selbst entsprechend abzuftndern 
ist, so wollen wir uns hier nochmals damit beschfiftigen. 

Die allgemeiue Form einer dreigiiedrigen Gleichung ist 



in welcher « , /, m und n stets positive Grossen sein sollen; dabei 
wird jederzeit Torau^gesetzt, dass die jSzponenten m, n keinen gemein- 
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Bchaftlichen Toiler haben. Indem zonftchst die positiven Wunk 

aufgesucht werden sollen, bat man folgende Fälle m nntencbeidn: 

Erste Form, 
durch / dividirt, gibt 



Setzt mau 
so findet sich 
also 
nnd 



— — sin*», ^ — cos*», 

« 

/♦• COS 2m 6 

Die beiden Werte gleichgesetzt, gibt 

tg*-».sec*^-^.CiH -A 

mlogtg^O.+i^logsec*» = legi 

Nach der sehr zweckmässigen Entwicklung, welche Wittstcia 
setner füut- und siebenstelligen Tafel der AdditioBsiuganthmen ge- 
pcbi'ü , und welche jetzt fast überall zu Grunde gelegt wird, besteh! 
zwiM lieu dem ArguiueuL .1 und der Function B der Tafel die Be- 
ziehung, das» weuu .1 — \n»:r, B — log(Ä-(-l) ist, also auch, wena 
A » logtg^A, B =^U)g aec^6 aeiu moss. 

Hiemach läasi sich obige Gldcfanng schreiben: 

mA'\-nB = logi 

Durch einige Versuchsrechnuugcu erhält mau gewöhnlich si'hr schueil, 
wenn man ausserdem uoch die Kegula falsi anwendet, den genauem 
Wert von A\ dann hat man 

1 l ogtf+ ^ 

l,g^ ~ 

Zweite Form, 
dorch das erste Glied dividirt, gibt 



j 
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1 

eac-» ^ co8»6 UQd « gin»« gesetsst* so wird 



e 



Hl 

In beideu Fällen hat die Gleichung nnr eine positiv© Wurzel. 
Dritte Form. 

dnrcli ««*" dividirt 

7 + — = 1 



■h» 



7 i=«>8'6. 

- 

e 008*6 



«*OOB*"Ö 



Wird zar Unken mit C08*»Ä dividirt und muiuplicirt, so tindet sich 



oder 



- /.Ig»», 

, l0g/+>4 



SO hat man 
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Yierto Form. 

Diese Gleichung kann oö'cubar keine positive Wurzel haben. 



§ 2. 

Bei der dritten Form hatten wir die Ql^chiing 

Mn*Mö.co82»»ö « l 

Schreiben wir statt dessen « sin cos ^6, so wird 1» = 0, so* 
wohl fbr = 0, als ftlr 9 » 90<^; darans folgt, dass « zwischen diesen 
Grenzen einen Maximalwert haben wird, der dturcfa % und das ko- 
gehörige B durch bezeichnet werden soll 

ji» s 2i» . /sin 0+ 2fi . j cos 6 



Die Bedingung 
liefert 



du 

« 2tt(mcotd--»tg0) 



daher 



*** (m + »»)"•+« 

Für e - 45« - 6, wird 

' 1. 

"» 

In (lern besonderen Falle, dass n = »» wäre, fände sich 6] « 6^ 
= 450 ujicl «■» 

Ik't rauhtet nuiii die Bögen B als Abscisscn und die « als Ordi- 
uatcu einer Curvo, so berührt diese die B Axc au buidcu Luden. 

Zieht man im Abstände A parallel znr Absdssenaze die Gerade 
PP, so bilden die Abscissen der Dnrchschnittspankte P* die 
Lösungen der obigen Gleichung. 

Ist X gleich dem Maximaiwert , so hat die Gieichaug (dritte 
Form, § 1.) 2 gleiche Wurzeln, nämlich 
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A^u, so hat die Gidcbuug keine positive Wurzel. 
Dagegen hat die Gleidraiig stets 2 positive Wurzeln« wenn ^<C^i' 

Man erkennt, dass, weim und k zwischen und U| 

liegt» beide Werte von 8 grösser sind als 45^; es liegt nämlich 

der eine Wert zwischen 46^ und 6^ , also zwischen 0,0 and log - 

„ andere „ „ 0i „ 90» „ -4, > log ^ 

Ist ^<lii|i M ist der eine Wert ?on 9<45S daher <0,0 
„ „ « andere,, „ 6 > Öj, „ -4,>log^ 

Ebenso zeigt eich, wenn m <^ n, dass, wenn A zwischen 
und ug liegt , beide Werte von" ß sind und zwar der eine 

Wert <1 Ö, , der andere zwischen and 45® liegt Ist A<^tt|, so 
ist der eine Wert von B < (^t« der andere > 4ö<^. 

Die negativen Wurzeln der Gleichang bestimmt man dadurch, 
dass man x = — y setzt, and die positiven W^nrzeln der amgeformten 
Gleichng nach den oben gegebenen Vorschriften anfsncht. 

§3. 

Imaginäre Wurzeln. 

Dividirt man die Gleichang 

X = «"•+♦• -|-e cos cosg) = 0 

durch das erste Glied, so wird 

l-J-cC08ij;""-l-/C089rf:-"»~" -» 0 
Wird eine imaginäre Wurzel derselben durch 

bezeichnet ond dieser Wert eingesetzt, so tindet sich: 

^r-M-«(eo89.sin(m-ffi)p] — 0 

Hieraus folgt 

er-»cos£Siu «ß-|~/»'~'"~*'cosy8in(r/i-J-/<)^ = 0 
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Ijividirt man die Gleichung ^»0 durch /cosq? und ecui dea 
obigen Wert von x ein, so wird 

r***« .8in(m sin = 0 

ecOficsinrop 



f* = — 



DcT erste Wert von r zur ^iteu, der andere zur mteu Potenz er- 
hoben, gibt 

ycQS g>" 8 iD(w -}-» )»* , cos f siu mp* 

danu» * 

X ^ ' 'eoa«"»"*»» siD m^" ÜQ xf^ 

Biese Gleichimg ist in Besag auf p aa&nUtaeii, woM es geuagt, 
die «wischen den Grenzen 0 und 90^ liegenden Werte Ton ^ m be- 
stimmen, da, wenn eine imaginftre Wnnel bekannt ist, anch so- 
gleich noch eine zweite angegeben werden kann. Eliminirt man noch 
die Grösse aus den Wertcu lUr r*» nnd r", 80 findet sich 

sinmp 

r-^»* = /coa9)gij^. 



§ 4. 

Nach den AnsiUbniBgen des $ 3. ergeben sich folgende Regeln 
snr Bestimmnug der ünaginAren Warsein einer dreigliedrigen Glei* 
cbnng : 

Erste Form. 

ex»— / — O 

In der Gl. JSC = 0 des § 3. ist zu setzen c = 0, ^ = 180^, dadorch 
wird 

1 ^ t sin(fn + 'Op»""^ ^ _ y 

\ ^ ' 8inm^*"sinrt0** * " sin»^ 

Zweite Form. 

Setzt man c — 180^ und 9 s 180<^, so wird 

A ^ ^ siDflif^siaNp«' 'sin«!« 
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t 

Dritte Form. 

1 8iii(m-f" . 8111 Iii ff 

— — m^^^ SS y — * 

Vierte Form. 

i ^ ' sin Ulf* ein ' 'einnp 

Tn allen 4 FftUen erhält man m jedem Werte von ^ die beiden 
Wnrzein 

X r(C08 9 ± isin 
§5. 

Koch ist sn zeigen, wie die tmnscendente Gleichung 

8in(m + m)p««> *« 1 
rinm^^sinn^*» l 

aufgelöst werden kann. Wir setzen y au die btello von ^nnd stellen 

uns die AnQ^be, die entsprechende Gorve zn constmiren, indem die 
BQgen 9 als Ahseissea betrscfatet werden. 

Ftkr f ^ 0 wird y « {• Entwickeln wir die Sinns nach der Form 

sinm«« — »"»^ll— g Q*-\ — e - J 

1 — — ^ — ... 



Sinz >=- « 

so wird 
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Setzt man bior ^ » 0 und bezeichnet den entsprecbenden Wert 
von 3f durch 

NebiDcn wir von 

sin(m 4-w)p'"+" 

y . 



die Logarithmen and differeutiiren, so wird 

*' y[(i»+n)äcot(i»-|-»)p — i»*COtf»p — «*COtn^] 

und weil 

COta =3 5 z — . ., 

ff 3 45 

rfe« [eH 9 ^' ...J rf- 

— mn{in + ») |^1 + ^ g " — " ...Jy 

Far p » 0 wird 'r = 0. Die Cnrve schneidet atoo die Ordi- 

iiatonaxo in /i im Abhtaiitle vlZ? t/^^ vom Aufangsimiikto und eine 
Uurch ß gefubrto Parallele zur Abscissenaxe ist eine Taugontc. 

y wird « 0 für ^ == ; dafOr ist 'y — 0 und auch 'f v=-<X 

' ^ m-f-n^ (Ig äff* 

71 

Macht man also AC » , so geht die Gurve durch wo gleich- 

zt'ili<^' AC Tangente ist. Zwischen A und C liegt jedenfalls ein 
Weudepunkt, nussordem kann C stets möglicher Weise ein Wende- 
punkt ^f'in Um darüber zu entscheiden, sind die Ordinateu der 
Nacbbarpunktc von C zu untersuchen. Nur dann, wenn di<*so]beu 
verschiedene Vorzeichen haben, bat C die bezeichnete Kigcuscbaft 
Zu dem Zweck setzen wir 

also 

9ak(m+n)Q = flin[ff+(mH-*»)<Ü ™ cosisBiuCm+AK 
hier soll a einen sehr Ideinen Bogen bedeuten. Dadurch wird 
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filQ 



— woi — i r«ff| 



Bas Vorzeichen des Zahlers eotBcheidet Ober das von da die Bögen 
im l^enner kleiner sind als «. 

Weun (m-^n) eioe gerade Zahl, so ist y für positive uud nega- 
ti?e o stets positiv. 

Wenn {m-^n) eioe ungerade Zahl, so erhält y verschiedene Vor- 
zeichen, je nachdem man a positiv oder negativ nimmt, daher kann 
nur in letzterem 1 aüo C ein Wendepunkt sein. 

Die Cnrve trifft noch an mehreren Stellen mit der Ahsdssenaxe 
znaammeB; man erh&lt die hetreffenden Punkte ans der Bedingung 

kn 

9 I , wo der iieihe nach » 1, » 2, i-* 3 zn setzen ist. Für 

alle diese Stellen ist ^ und ^ « 0, daher ündot jedesmal eine 
Berfibmng mit der Absclssenaxe statt, ausserdem können diese Punkte 
auch Wendepunkte sein. Setzt man ferner p » — . — = 

it 2ff 

... und auch p •» — , « — so wird für alle diese Werte 

y — OD, d. b. die durch diese Punkte der Ahsdssenaxe gefllhrten 
Ordinaten sind Asymptoten der Curve. Letztere besteht daher aus 
einer Reihe Ton Zweigen, welche durch Asymptoten getrennt sind. 

Wenn (m-f-n) eine gerade Zahl, so liegen diese Zweige ab* 
wechselnd ober* und unterhalb der Abscissenaxe. 

Ist dagegen (m-j-n) ungerade, so liegen stets beide Teile eines 
Zweiges zu vorschiedenen Seiten der Absclssenaxe. 

Um (lies nachzuwi i^t'ii . betrachten wir ziuu'st den Fall, dass 
(m-f-n) eme gerade Zahl ist. Dann sind bkl» m niul iinj^eradc 
Zahlen, da sie keinen gemeiuächaltiichcu Teiler haben. Wir schreiben 
jetzt: 

8in(m » siut»^ . sin 

^ sin 1 . sin 



sin( /u -)-?/){)"' 1» 



Der in [ ] gesetzte Factor ist stets positiv, daher stimmt das Zeichen 
Ton y adt dem des Products der bddea Sinus liberein. 
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Setzt man 

also 

kftni . htm , , o . 
Sinm(f «= 81U — j kma. cos --s «mV.sitt i - 

Den Zuwachs a atelloii wir uns so klein f or, das« oor dio ernte 
Potenz zxL beachten ist 

smuosssiti , -+ na cos — -. — 



sinmp.Binftp — sm — ; — sin - , — + manu — i — cos ■ ■ ^ 

iMcsin cos , 

Da nun allgemeia 



so wird 
St- 



sin X. sin ^ = icos(a; — .v) - ^cüs(ar-|-y) 
sin jc . COS y ^siü(a- — + i8in(a: -(-y), 

, . . , A-7r(m — n) m — n , X*ff(fn — n) 

— *coaifc«+icos , — «.sin -. 



1 iJ,- [cO»^-„^„) j-««D» 



«— II 



m+it 

, / . m — n\* m — u TO — « 

««=2 « — IsiUTt — , J w ßsm2;i , — 

* \ m-f""/ * m-|-ii 

„ / 3jt«4— T/i — n . ^ m — n 

jfcssS icos a — n~l — 1 asinS» -r- 

Das zweite Glied hat, da a sehr Iclein, keinen Einflaas anf das Vor- 
zeichen der & 

Hiernach sind die Ordinaten der beideneitigen Naehbarpnnlcte 
Ton C, C\ (f entweder alle positiv, oder alle negativ; es kdanen 
also hier keine Wendepankto vorkommen. 
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§6. 

Ist {m-^n) eine UQgerado Zahl, dauu ist 

entweder m gerade und' n nogerade 

oder n n ^ n 

Nefaroen wir au, m sei gerade, so ist (»-fl) gleichfalls eiue ge- 
rade Zahl. 

^ ^ sin mg»* . siu n^»*+ ^ 

Um über das Zeichcu von y zu entscheiden, braucht man nur 
den Zähler, den wir durch Z bezeichnen wollen, zu beachten, da der 
Nenner jedenfalls positiv ist. 

Aiisst rikm lassen wir den Kxj)ouoiiten (m-j- «) weg, da er auf 
das Vorzeichen ohne Eiuiiuss mt. Setzen wir noch 

l'TC , 

daher 

8in(i»4-«)<? 8iu[Jbi + (i»-l-n)a3 = cosA;7tsin(f»-f-M)a, 
80 wird 



Z= eMkxMü(m+n)tt,mknQ — cosifcnsin 




sin(m4~*>)a 

Z und also auch i/ erhalten eiit^egengcsotzte Vorzeichen, wcuu man 
dem et eiuiual einen positiven, das jiiidere mal einen iK^gativen Wert 
beilegt, daher sind alle in der Abscissenaxe liegenden Punkte Wende- 
punkte. 

Setzt man noch 




80 ist, unter der VoranBsetziing, dass Q positiv ist: 

für positive a der Wert von y positiv 
„ negatiTO » „ n » y negativ. 

Ist dagegen Q negativ, so ist für positive « der Wert von p 
negativ, nnd fbr negative « der Wert von y positiv. 

Atth. 4. Matk. «. Phyt. 8. IUHm. TeU I. 9t 
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Wärft 71 gerade und in uugcraile, so dürfte man in dem Ao^«l^ack 
für Q nur m an die Stelle von n soUcn und die gleichen Schlüsse 
ziehen. 

Zar Anwendung dieser Regeln soll die Gestalt der Curve für tiiu 
Fall bestimmt werdcu, dass m = 4 und n — b sei. 

Für k = l wird Q — — sin Q n-\-ba^ 

Hat mau nach diesen Andeutungen die Curve anfgezeicbnet und 
zieht im Abstände » | eine Parallolo zur Abscissenaxo, so sind die 

Abscissen der der Durchschnittspunkte i*^, i^j die gesuchten 
Werte des Bogciis p, welche zur Berechnung der imaginären Wurzeln 
erforderlich sind. In dem vorliegenden Beispiel wären also 3 Paare 
imaginärer Wurzeln vorhandoui und da m+i» = 9 ist, 3 reelle Wm^ 

zeln. Hätte dugegeu ^ einen kleineren Wert als bo erhielte man 

4 Darchschuittspunkte, folglich 8 imaginftre und nur eine reelle. 

Erscheint die Gleichung zur Bestimmung von q in der Form 

s in(w 4- 1 

sin m^"* .sin X 

80 hat die Curve gerade die enlgegengesetzte Lage. Hier ist es an 
einfachsten, zunächst das negative Zeichen süsser acht zu lassen und 

dann den Wert von ^ unterhalb der Abscissenaxe auizutrageu. 



§ 7. 

Üebcrsichtlich e Zusammenstellung der Regeln zur 
Auflösung der dreigliedrigen Gleichungen. 

Die folgenden VorschriÜten zeigen, wie die positiven und imagi- 
nären Wurzeln gefunden werden. Um die negativen zu bestimmefii 
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set^t man a: = — y und sucht von der umgeformten Gleichung die 
positiven "Wurzeln. 

Werden diese mit dem negativen Vorzeichen versehen, so sind 
es ^Vu^zeln der ursprünglichen Gleichung. 

In dem Folgenden ist immer 
Erste Form. 

a;iii+ti_|_g^m_y = 0 

logfi-f-^l 

w».fl + Iii/ = log A, logur = — 

Aus der Gleichung 

sin(m + «)p'"+»' 1 
sinj/ij)"' . sinwp" A 

sind die zwiseheu 0 und W liegenden Werte von p zu bestimmen. 

, sin mg 

Sin fiQ 

oder 

/s\u(m-\-n)Q 



j,m — - 



e sin iiQ 



Letztere Formel entscheidet über das Vorzeichen von r, weuu (m+n) 
eine gerade Zahl. 

X = rcos^i^^sin^. 

Zweite Form. 

A i u III \0gf—\0ge — A 
uA-i-viB = logA, logar= ~ 

^ sinmp"* .sin/ip" A * 
daraus die Werte von p zwischen 0 und 90°. 

sin mp 

rm+H _= — 

SlUup 

oder 

/'8in(m + n)p 

^ni ■ I — — 

e sin ng 
X =* r cos p i /r sin p 



21* 
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Dritte Form. 

Hier sind 4 F&lle zu unterscheideu : 
1, i ^ ("t+w)"*^" ^ Gleichung hat keine positive Wurzel, 

nftinlicli 



oder 



1 /«»-J-tiV'» I w 

3^ ^-^^IlJ-l/ und nicht grösser als 2"+", 2 positive 



urzeln 



- (m + n)i^ =» log A, log« -=» ---^j::;^ 

«) m>«i ^t>Ö,0 und <log^ 



> lof r 



1» 



ß) »<n; ili<log- 



i^>log^ and <ü,0 



4. J > 2*+*, 2 potttive Woraela. 

mA - (»+ n)j8 - log A, log» - - ^ 



m 



ß) m<», ^,<log~ 



-4, > 0,0 

sin im^«*. sin «19* 
daraus die Werte von 9 zwischea 0 und 90^. 
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oder 

Vierte Form. 

Diese Gleichung bat keine positive Wurzel. 

daraus die Werte von q zwischen 0 und 90^. 
oder 

X » rQ0S9±.»rain(^. 



§ a 

Zar Erlänteruog der Vorschriften des § 7. sollen sttmmüiche 
Wurzeln der folgenden Gtoichiing bestimmt werden. 

«7 + 28jc* — 480 — 0 (Erste Form) 

«»28, /»4a0, m = 4, »-«3 logA - 7, 9ia 6175 

4ii4.dllz»7,913 6175. 

Um diese Gleichnng an^EolOsen, beginnt man die Arbeit am 
zwcckmässigsten mittelst einer dreistelligan Tafel der Additions- 
logaritbmen *) 

A B 44+3Z^ 

9.4 0.097 7.891 

9.5 0.119 8.375 

T)rr Wert von A liegt hiernach zwischen O.i ... 9.5, man kann ihn 
durch Anwendung der regula faisi bestimmen. Nach derselben ist 

*) Der Verfasser kfwni hier seine Tafel der fünfstelligen Logarithmen der 
Zihlen etc. empfehlon, li o in Darmstadt im Verlag von A. Bergstr&sser 18S3 
erschienen. Seite 8 4 sind die AdUttionsIogantbmcn auf 3 Decimalei) und 
Seite 6üt bis 82 auf ö Decimaien aogegebeo. 



Digitized by Google 



326 ^ AMßßtmg dre^fUediijer GUkkwtgm nach Gom 

9^—9,4 ! 8^5—7,091 - il-9,4 ; 7,914-7^1 
Q»l : 0,484 - ii— 9,4 : 0,033 

.4 - 9,4+0,1. 

Weadet num jetzt eine faufstelUge Tatel der Additiouslogaritiiiucu 
ao, ao ist 



A B + 

9.404 O.OOS 13 7.91039 

9.405 0.09Ö33 7.91499 



I hieraiu genaner A » 9,404702 



Wird A noch genauer verlangt, so wende man dio siebenstellige 
Tafel von Wittsteia"^) anu Darch diese hat man 

A /{ ^A+3B 

9.4047 0.098 2706 7.913 6115 

9.4048 0.098 2907 7.914 0721 

Nach der Begola falai erhalt man daraus 

A^i) 404 7013 
+logc = 1.447 1580 

«-«1922 8841 sTogx, -.078618693 

xt -« Öö4i log;r, - 0 . 283 9631 

Um die negativen Wurzeln zn erhalten, setzen wir s » — y und 
bekommen 

^7 _ 2Sy* + 480 = 0 (Dritte Form) 
« — 28, /— 480, »• — 4, n = 3; 

«^^4^3^^ 6912 ^ = 122,006, 2-+-«27=i3a 

Hier sind also die Yorschritoi Nro. 3, a) der dritten Form anzu- 
wenden. 

log ^ - 0,12494. 

Daher 

0,125 nnd 0,126 



*) Siabentlellige Oann^sch« Logarithmea Ton Dr. Tb. Wittitein. Hannover. 
Habn'sdi« HofbadihftDdlang. 1SS6. 
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Dwrch stafenweise Anwendung der drei-, &aiU und siebcmstelllgen 
Tafdn der Additionalogaritlunen erhftlt man unter Zuhfilfenahmo der 
Begola falal die genannten Werte: - 

At « 0.052 Uli ^ — 0. 197 6072 

lo«/— 2.681 2413 log/'s 2.681 3412 

7 log^i 2 . 734 1829 7 log^j = 2 . 8787 484 

logyi - 0«390 5976, » — yt - — ^>458 0690, 
logyg =- 0.411 2498, «5 — — - — 3,577 8036 

Um die imaginären Wurzeln zn erhalten, ist zunächst folgende 
Gleichung au&ulOsen 

rC^l^^öa = 122.UU63Ö 
8in49*sin39^ 

Um die Gleichung 

_ 8in7p^ 
^ 8in4p^8inSp* 

Dach den Andeutungen der §§ 6. und 7. zu construiren *), so wird 

y = 0 für Q = 25^0, = 51 i^" uua = 
y=ot> „ p = 45o, =.60" „ =90« 

Hiernach bestimmen sich die Bertthmngspunkte in der Absdssea* 
axe nnd die Asymptoten. Ferner ist yo ^ 119.147. Die Grösse Q 
des § 7. wird hier 

Q = cos kn . sin i-i^ — [- 3a j 

» _ 8in(f 9C + 3a) : Biu(f »; + Sa) ; 

Cjj — — 8iü(^jr + 3a) = siu(f7P+3o) 
Danach erhält man die einzelnen Teile der Cnrve. 

Den Durchschnittsimnkten P und P' mit der im Abstand j zur 



*) ScbstTcrständlich ist os nicht notwendig, die ('iiivo ;:u constniircn, 
sondern es genügt voH.'-filnrlif; , sich eine Ökiaite zu entworfen, indem uian auf 
eine Gerade, dem Aagenmaasso nach U gleiche Teile aufträgt and mit 0, 10, 

SO ... 90 besiffert. Die Dimentionen yo ^i^^ ] kODaeti nach ehien ganz will* 

kürlichem Mnasse bc&timmt vveriSeu, oder man bat eigentlich nur darauf zu 
achten, ob \ grtMcr oder Ufliner iit ab y«. 
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Abscisscna.xe parallel ge/ogenen Gerades entfiiunecbea als 
beiläufig die Werte 58" tmd 

Man nimmt zuerst g = bS^ um] hfreolmet ?; . wobei man mit 
dreistelligen*) Logarithmen den Anlaiig mailit Diuch mehrere V er- 
suclic erbnlt man leicht 2 Grenzen, zwisclien welchen der richtige 
Wert vou q liegt. Durch Anwendung der Regula falsi nnd doreh 
ßtafenwciscn Uebergang zu fünf- und siebenstelligen Logarithmen er- 
hält man meist sehr acbneU den genaaea Wert tob 9. So findet 
man z. B. liier 

mittelst der dreistelligen Tafel ^ = 57^ 41' 
« f» fünf „ „ ^^57« 41' 41,5" 
„ „ sieben „ „ 9 — 570 41' 41^ 

also wird 

log(— /) 2.6Ö1 2412,, 

logsinme - 9.889 1425,. ^og cos e - 9 727 8898 



2.570 3837 
lognnut -> 9.080 6477 



log r«0.49S 5337 
Iog8ittp = 9.926 9664 



7 log r = 3.489 7:m 
logr — 0^8 5337 



log rcos« — 0.226 4235 
lograin 9 — 0.425 5001 



,684 3159 ± 2.663 7908»* 

Fttr das letzte Wnrzelpaar findet sich 

p - 86« 19' 13 342", logr - 0,299 1866»» 



0.127 811371.987 4234t: 



« 9. 



Als zweites Beispiel soU eine Gleiebong von geradem Grade aul- 
gcldst werden. 

16»— 12-0 (Zweite Form) 



*) Die eben angefahrte Sslclllgc Logarithmentafel de« Verfassers emhiU 
Seite 85 die Logarithmen dii- trigonometrifcben functionen auf a Decinalea 
für jeden Grad det Quadranten. 
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e-.l6 m — 1, »rsS; log i — 8.421 0638 

logj- 1.578 9362. 

S^+J^« 8.421 0638. 

Han findet fDr A der Reihe »ach die Werte 9.438 } 9.43867 
und endlicb 

A =r 9.438 5725 

und mit diesem Wert 

«, s= 2.732 0508. 

Die Gleichuag bat auch eine negative Wurzel; dafür ist 
^+16jf— 12 « 0 (Ente Form) 
u4+3J3=: 8.421,0638. 

Man erhält 

A — 8.389, A aS89 50 

und endlieh 

il = 8.389 5035 ; a;^ = — y s= — a732 0508. 

Zur B( siiiiiinung der imaginären Wurzeln ist zunächst folgende 
Gleichung aufzulösen: 

sin 4p* 

, = 37.925 93. 

Wir setzen 

sin 4g* 
* 8in^8in39<^ 

und haben 

y — 0 fttr e«46<* nnd ^90<> 

Wegen des negativen Vorzeichens tiägi laau liier ^ abwaits 
auf und sieht, dass der Wert von ^ zwischen &ÜP nnd 70<^ liegt 

Wir bcgiiiucii die Rechnung mit dem Werte 65<* und erhalten 
für Q stufenweise die Werte öö» 54'} 65* ö4', ia2" und endlich 

9 . 65« 64' 18.569" 

mg=»g, »g «- 1970 42' 55.707", 4 log r « 1.556 3021. 

Die Formel 

/sin 4» 
esinSp 

sagt uns, dass r negativ ist, daher 

logr = 0.389 0755.. 
I ~ 0.999 <J9954 HF 2.236 06598». 
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§ 10. 

Zum Schliisso soll noch die Gleichung 

«ö + 345ä»— 12 - U 

aufgelöst werden. Hier «etat man «* = » und erhalt 

»S4-34&V'-12 0 (Erste Form) 

<, = 3A5» /=12, m = l, n=2, logA = 4.544 9052-10 

A+2B^ 4.544 9052— 10, 

daraus 

^ er: 4.544 9022— 10 
log«i -^^^—«8.541 3607; ir^ = 0.034 78249 

Die Gleichung bat nur diese eine reelle Wurzel. Zur Bostioinrang 
der beiden imaginären Wurzeln dienen die Gleichungen: 

285 164J-, , - r(co8 p ± .-sill ») 

sin^siu2p' smi^ 

Wir setzen wieder 

sinap» 3» 27 

y ^ siü j? siuV ' 2« 4 ^'^^ 

Für ^ « 60* wird y — 0 und für p = 90» wird y — oo. 
Da — |, so ist ^ abwärts aufzutragen. 

Wegen dos sehr grossen \V ertes von ^ kann q uur weuig kleiner 
sein als 90^; in der Tat findet sich 

Q => 89^ 50' 46.Ö71". 

Damit erhält man 

logr = 1.268 9096h. 
Die imaginären Wurzeln sind 

— 0.017 39134-10.360 17ö6*. 
Nnn sind noch die Gleichungen 

«5 = acj und -= r(c08 ^ i i sin 9) 

aufzulösen. 

Schreibt man 

Va^i . yl, 

80 ist behanntlidi: 
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a cos -f- » 81U ViCj 

Hau setzt der Reibe nach h^O, k^l^ k^2 nnd findet 

% ^ (co8l20ö+i8iiH20«»)«i - - (CO860«— »Mü60% 

»3 = (co8 240« + /sm240^K = " (cos 60«+ »sin 60% 

«t c= 0.32i) iJ70 *» I « — 0.103 2138±Ü.282Ö 1)46/ 
Bio andere Gleichung für gibt zunächst: 

z = (cos X * 8iu ip) V^r. 

Hier sind die bdden Fälle za nnterscheidon, ob r positiv oder ne- 
gativ ist. 

I. r sei positiv. 

yr^-^r,-^! i COS -g- + » sin j 

COS -g' -f / sin j (cos Jp ±/8iuie) 
— Icos — 3^ + — 3^ JV^'* 

In diesem Ausdruck brancbt mau nur das eine Vorzeichen vor 
dem Q beizttbebalt^, da, wenn eine Gleichung die Wnrzcl a-^bi 
bat, ihr auch noch die andere a — bi zukommt 

Hiernach kann der Wert für » in folgender Weise geschrieben 
werden: 

21-71 \-g , . . 2h7t'\~Q~\ ^ 



cos — X ' sin ^ 



Sotst man auch hier 1 = 0, /^r = 1 , = 2 , so oi hält man Jie 6 
übrigen Wurzeln der gegebeneu Gleichung. 

II. r sei negativ i duuu ist ( - <•) eine positive Grösso 
yr = y — r . y— 1 — V— r cos - Ä +ism - -I 

3 



2/.- 



COS 3 + « sm — ö — 7t i icQS iQj^t sin ^^ij 



Digitized by Google 



332 A'e//; Die A^fiÖ4Wtg dreigUedrüfor Uleickunfftn nach Gau**. 
oder 

In dem Beispiel dieses Pangraphea ist r Begativ, daker 

j =^[co^6oo+ie)±»««(60»+w]y::::^ 

I « [cos(löU" + Jß)±*8in(löU"^-f l^)]y--r 
— - [C08ip±f8iairiy— r 



«8 



^ I -[cos(300''+J^)x*8iB(3(X)<>+ie)]V -^ 

Werden die Zahlenwerte in dicsp ÄTisdrückc ciogesetzt, nämlich 
— 290 68' 55.624 " , 60P+J^ - 8^« öb' öbW; 60° — ie — 

90<> 1' 4.376" und logV^ — 0,422 9699, so finden sidi die flbrigen 
6 Wnrzeln der Gleicbung is^+3469>— 12 — 0 wie folgt: 



H 

H 



I — 0.000 Ö2G5 X 2.648 3165t 
I - — 2.293 92227 U23 44241 
I - 2.293 0963+1.324 8741». 
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xvm. 

Miscellen. 



1. 

Blae TanUfeneliientnf der SKtie tob PhMal ud BriuelMHi 
rnnd das ProUen tob Casttlloa. 

Wir könneii den Satz Ton Pascal aaf folgende Art aussprechen. 
Schneiden sich in einem, einem Kegelschnitt einbeschriebenen Sech- 
eck die erste und vierte und zweite und fünfte Seite in festen Punk- 
teo, so liegt der Schnittpunkt der 3. und 6. Seite auf einer festen 
geraden Linie, der Verbindungslinie der beiden festen Punkte. Dieser 
Satz nnn Iftsst folgende Yerallgemeinenuig zn. 

Schneiden sich in einem, einem Kegelscluiitt ( iiibeschriebenen 
2« eck ff — 1 Paare von Gegenseiten in festen i'üukten, so liegt der 
Schnittpunkt dos nten Paares Ton Gegenseiten auf einer festen ge- 
raden Linie. 

Unter Ckigenseite versteben wir zwei Seilea, welche in ihrer 
Reihenfolge um die Zah n verschieden sind, also z. B. die 1. und 
n+l. Seite. 

Wir wollen nun diesen Satz fOr einen speciellen Fall, nämlich 
für » 4 beweisen, nnd wir werden sehen, dass der Beweis für den 
allgemeinen Fall vollständig gleich bleiben wird. Sind M, N, O drei 
feste Punkte, und wir legen durch diese Punkte beliebige dem Kegel- 
schnitt einbeschriebenen Achtecke derart, dass die 1. und 5. Seite 
durch die 2. und 6. durch N und die 3. und 7. durch O gehen, 
so erhalten wir auf dem Kegelschnitt 8 proj. Punktreihen C; 
i>, O und H, 



334 



MUcelUtu 



Wir kuuiit n Ih'^Imm i\\v. Puakto und A' beliebif: wahh n, wdiv u 
ab(T /.Hi):iol!'!t aiiiK liiii. n. «lass Punkt />\ und somit auch die l'uukte 
(f\ II (t >( s. it jj. Wir t'rhalton nun als Ort de«? Punktes /' don 
Ort der ?>clnii!fpiinkff> (!<^r f'iit<]>rerh!iult'n Strahloii ilrr Düsclif-l 
A ... und A. i) . . . Iii ilirs.-ii l)( itlni liuscheln (Mitspricht aber 
wir wir .sofort tinden der Stiahl ///•> sich selbst, d. b. die beiden 
Bü«t'hoI sind pcrspectiviscb , d. Ii <It Ort vou V ist eine gerade 
Linie j-a. Um zu zeigen, dass nun die Linie xy wirklich eine feste 
gemde Linie ist die von der Lage der Punkte A', F, H uuab- 
häufig ist, bsstn wir den Punkt vi mit einem der Schnittpunkte x 
oder >/ der geraden Linie mit dem Kegelschnitt zusaramenfalleru 
Fällt A etwa nach so hndeu wir, dass ED durch also durch x 
gehen muss, d. h. dic^ Punkte x und // sind zwei Ecken der durch 
die Puuktc M, N uud O bestimmten Dreiecke des Castillou'schen 
Problems, also von dou festen Punkten dos Acbtocks unabhängig. 

Aus dem guuzen Gang des Deweises geht aber Olfen hervor, dass 
der Satz für jedes beliebige einem Kegelschnitt einbeschriebenc 2m- 
eck giltig ihvt. uud dass irumd zwei Lagen der 2i/ ecke zwei Punkte 
7' liefern, nmi da^^ die \ ei biüdungsliuie dieser Punkte zwei Eck- 
punkte des Castiliou'schcu Vielecks durch die u — 1 Punkte liefert. 

Dehueu wir diese Sätze auf die Sfttse von Brianchon aas« so 
finden wir ganz analog eine Gonstmction des entsprechenden Tan- 
genten necks eines Kegelschnitts. Der Satz, der sich in diesem Falle 
ergibt, lautet, wenn wir mit Hanptdiagonalen die Verbindungslinien 
der 1. und »-f-ltcn, 2. und n-|-2ten u. s. w. Ecke des 2n8eitfl ver- 
stehen. 

Sind in einem Tangeuten 2/<seit eines Kegelschnitts n — 1 Haapt- 
taugenten lest, so geht die nte durch einen festen Punkt 

Weiugarteu, (Württ.) im Oct. 18Ö3. 

B. Sporer. 



2. 

Leber die Lage des i!>chwerpuukts im Viereck. 

Der Beweis des im 65ten Bande pag. 445 von mir angestellten 

Satzes über die Lage des Schwerpunkts im Viereck hat die Ent- 

Wickelungen des Herrn Nöggerath in demselben Baude pag. 218 zur 
Grundlacre; im Jteu Hefte des 13 ten Jahrgangs von Hoffraann's Zeit-' 
Schrift für iiialh und iiaturw. Unterricht habe ich einen elementaren 
ö) iiUielischen Jjcvseib desselbeu Satzes gegeben j andere elementare 
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Beweise von Anderen finden sich eben dort. Im Folgenden soll der 
Satz analytisch mit Anwendung trimetrischer Linieucoordinaten , die 
zu diesem Zwecke ganz besonders geeignet sind, entwickelt werden. 

Wenn |j =0, = ^3 ™ U ^ ^ Gleichungen der vier 
Kckpuükto eines gewöhnlichen ebenen Vierecks sind, so lassen sich 
bekanntlich immer vier Grössen «„ «j, «3, «4 so bestimmen, dass die 
Identitütea 

1) "ih + «sj'a + k + =0 und 

2) «1 + «8 + fifa + «4 =0 bestehen. 

Die Gleichung des Schnittpunkts der Diagonalen findet 
man, indem man = f*?2 + f<i^.i = 0 oder AI, — f^^a-f-^-ivs — 

^,1^ = ü setzt, was mit 1) verglichen giebt: A = a,, fi = — a,, A, =«3, 
/u, = — «4; daher ist die gesuchte Gleichung: 

«1 ^1 + "ah = — («2^5» + 04^4) = ^• 

Ferner ist die Gleichung des Mittelpunkts von 12: Si + f^ = 0, 
die des Mittelpunkts von 34: f.,-{-|4 = 0-, ein Punkt, der auf der 
Verbindungslinie beider liegt, hat zur Gleichung: 

i(^i + y4-A,(f3 + ^4)=0. 

Kbcnso hat ein Punkt, der auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte 
von 23 und 41 liegt, die Gleichung: 

Sollen beide Punkte identisch sei, so muss 

- + - + (Ai - f*)la + - #*,)l4 = 0 

sein, was geschieht, ^onu man A = = jtt = /i| annimmt. Die 
Gleichung des Punktes, in welchem sich die Verbindungslinien der 
Mittelpunkte je zweier Gegenseiten schneiden, ist demnach : 

Die Gleichungen der Schwerpunkte der Dreiecke 123 und 341 
sind bezüglich: 

^'1 + ^+^3 = 0 und l3 + *'4 + ^S =0, 

ebenso die Dreiecke 412 und 234 bezüglich: 

^4 + .'i = 0 und I, + + 14 == 0. 

Die Verbindungslinie der zwei ersten Punkte schneidet die Ver- 
bindungslinie der zwei letzten Punkte im Schwerpunkte des Vierecks; 
daher hat die Gleichung des letzteren die Formen: 
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woraus 

(A-l,-,.)^,+(A-|i-,i,){^+{i+i,-^j)|,+(A,-ji^m)|. = 0 

folgt Dies Ulli 1} verglicbcu, crgiebt die BtHlinguugsgleichuugen : 
A — 1,— 1» = «,, 1— fi, — a,, l+it—IH^«» 

^l — f* — f»l = «4» 

deren Addition mit Benntzoog Ton 2) dio üalfsgleicbnng 

liefert. In Folge dessen geben die BedlBgungsgleichongen iumA der 
Reihe: 

— «if Ai — — «ti — «S1 A = — «4, 

and die Gleichung des Schwerpunkts ist demnach: 

oder in anderer Form: 

(«1 + «a) (S, + Sa -h^ 3 + 14) — + «n*'») 

worans sofort folgt, dass der Schnittpunkt der Diagonalen 
der Schnittpunkt der die Gegenseiten halbiren- 
den Oeraden und der Schwerpunkt Sin gerader Linie 
liegen. Weil aber identisch 

«t+«a 

ist, so muss HD : iSif 4 : 1 oder UM : MD «1:3 sein. 
Bensheim, 11. Juli 1884. 

Dr. Stoll, Ojiiiuasiailehrur. 
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XIX. 

Elliptische Integralfiinctionen 
und ihre geometrische, >nal)'ti8che und 
dynamische Bedeutimg. 

Von 

Emil Oekinghaus. 



Aus der Untersuchung über die Eigenschaften der analytischen 
Functionen der Resultanten zwischen den biquadratischen Gleichungen 
und ihrer Ditferentialquotienten sind die vorliegenden Entwickelungeu 
hervorgegangen. Die genauere Durchsicht dieser Functionen führte 
auf eine Gruppe von Gleichungen^ aus welchen sich die Euler'schen 
Identitäten und damit in Folge einer Transformation eine Reihe von 
Diffcrentialformeiu und Integralgleichungen ergaben, deren Anwendung 
auf Geometrie fast ausnahmslos auf elliptische Integrale und Func- 
tionen führte. Aus diesem Grunde haben wir die auftretenden For- 
men elliptische Integralfuuctioueu genannt. Indem wir dieselben auf 
den Kreis, die Lemniskatc und Ellipse anwandten, resultirte eine 
Menge interessanter Sätze über Rectificationsverhältnisse, harmonische 
und andere geometrische Beziehungen dieser Curvcn , welche noch in 
Folge einer dynamischen Einkleidung eine bemerkenswerte mecha- 
nische Dcdeutung so z. B. in der Theorie der elastischen Curvc von 
J. Bernoulli, in der Pendelbewegung etc. gewannen. Ueberhaupt Hessen 
sich diejenigen mechanischen Problciuo, deren Lösung von der Inte- 
gration einer elliptischen Differentialgleichung abhängt, zwangslos in 
den Bereich dieser Functionen ziehen. Aus diesem Gesichtspunkte 
haben wir ebenfalls bestimmte Curven W. und 4. Grades betrachtet 
und ausser ihren harmonischen Eigenschaften besonders ihren geo- 

Areh. d. Math. o. Phjs. 2. Ueike, Teil I. 
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metrisch dynamischen Znsanimonhang mit dem Proi)lem der Bewc^gimg 
eines scbwerea Puoktes ia üugel aad Kreis nachgewiesea. 

In allgemeioster an die EigeuBchalten der Kegeiadmitte in- 
Bchliessender Betrftchtang sind ferner rein analytische, Ton geometri- 
schen Rücksichten fk^eie lutogralfnnctionen der 1., 2. and 3. Art anf- 
gestellt worden, welche filr biquadratische und kabische Oleiehungen 

sofort diejenigen Functionen zur Verfügung stellen, deren man zum 

Zwecke einer Untcrsuchuiig einer der oben genannten Curven bedarf. 
Da drei von einander unabhängige I'uuctioncu dieser Art entwickelt 
werden koüutcn, so war die Folge ihrer Anwendung eine nicht ge- 
ringe Erweiterung der Eigenschaften nanienüicii der Leniniskate, des 
Kreises und der Kegelschnitte, welch* letztere iu ihren mannigfachen 
Beziehungen zu den 3 Fällen der Bewegung eines Punktes im verti- 
kalen Kreis sowie auch für die Ceutralhewegung eine erhöhte Be- 
deutung gewannen. 

Aach bezQi^ch der Additiousthcoreme für 2 and 3 elliptische 
Integrale whrd man manches Nene finden^ wie nach sam Schlasa der 
Abhandlang ein Ycranch, dso oingefOhrten Fanctionen zar Aaflösang 
der GleichaDgen 3. and 4. Grades zn benatzea wenigstens ein theo* 
retiiekeB Interesse beansprachen dflrfto. 



Erster TeiL 



§ 1. 



Analytische £ntwickelanfen. 

Die aus der Verbindnng der biqaadratischen Gleichung and ihres 
' DifferenUalqnotienten hervorgebendett analytischen Gleich MTii^en und 
Integrale werden die Basis bilden fflr die nachstehenden Entwicke- 
langen, fttr welche demnach die Car?e 

1) ^ — aß'—aaf'+te«— «B+rf 

aad deren derivirte 



2) 



8// 



tg T = 4a:* — oax'^ -J- 2Z*a; — <? « (ar, — ar^Xar, — — s^) 



nebst andern verwandten Formen zn Graade gelegt werden sollen. 

Wird aus beiden Gleichungen x eliminirt, so ist die Resultante 
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+ — 1 Aabc + 18c« 4- 6a V — \Ud — ah* -{- Sa^c) j 

+ (Ä^ — 3ac + 12</)3 — J„ (72Är/+ 9aic — 27r»-27a»</ — 2//»)» = 0, 



oder abgekürzt 



4) 



'worin das Absolutglied die Discrimiuantc der biquadratischen Glei- 
chung ist 

Eliminiren wir ferner aus 1) und 

d_d 

Bx c. 
— •= Ax' — 3aj* + 2A — - 
X ' X 



die Unbekannte x, so erhält man 
5) 



+ ~ — =0, 



X 



oder abgekürzt 



6) 



Ii 



7X 
X 



Auf diesem Wege fortfahrend findet man 




7X 

/a^\^ /^A* /SA , , 

S)"^'(;)""'(s)""'t')""'"'^ 



22' 
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Die gegebene Darstellung liat uns also auf die £uler*8cheD Iden- 
titäten gelahrt, denn es resultiren aus 3)— 7) die 5 Formen 

dx^ dx^ Bx^ 

Jif dte^ Si^ 

c) B_^'^Bd'^Bd^^ BJ 
ftri Bx^ Bx^ 

Bii Bx^ Bx^ 

iü^ 

weichen sich noch die folgenden 

1 1 1 ., 1 1 A 1 



8) d) 



g) 



auschlieaaen. 

Diese Formeln sind allgemeiti gültig fttr Oteicbmigcn uten Grades. 
Indem wir uns hier auf den 4. und 3. Gnid betcbrftoken, w«1leii wir 

zeigen, dass die daraus abgelcitetoi Integrale ftr die Geometrie vo» 

Bedeutung sind. 

Liegt Bftmlich eine geometriscb-analytische Gleichung 4. Grades 
vor, worin anner der Vnriabeln m nodi andere VeränderUcbe p etc. 
enthalten sind, so gibt die DUforentiation der Gleicbang 
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-rf«ii|r)-0 

Kiu folgt «ber ans 8)ft> nach HultiplicAtion und Division der 
Smmiiftiidoii mii dm eDts|ifocheiidieii 

10) ^dJ~ 

— o* 

OB 

weleiie Gkicbnng Ternöge 9) in die Differontiatformel 

Yomittdst ^/ (xy) « 0 kann man in 11) das darin voricommende 
y fortschaffen, sofern der 2. Grad dieser GrOsse nicht flberschritten 
ist und als Rosnltat erhält man dorch Integration dieser Differential- 
fnncüonen folgende Formel 

Um nun für gegebene Fälle die Function f(x) gleich nieder- 
schreiben zu köuucii, waiilen wir zwei häutig auftretende Gleichungen 
von deren einer wir die folgende t^pißche Form gehen; 

13) jr,y«+2J^^+jr.-.o, 

worin die JT bekannte Functionen von « sind. 



Nach 11) ist also 



fix 



Aus äer cj^nadratischen Gleichung 13) folgt aber 
dmuck gewinnen wir folgende IntegraMnnctoii 

+ r~^ ^-Const 
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Eine andere Form von J (my) — 0 ist: 
15) XiSm(p-{-X^cos(p-]-Ä^ 
das Integral 11) geht hierfor ttber in 




Nach ]::«limiuation von <p vermittelst 15) resaltirt 




SS Cooat 



Uebor die Yorzoichen werden wir später das Notwendige lest- 
setzen. 

Von allgemeiner Bedeutung werden diese Integrale dadurch, dasa 
man naeh 8) unter dem Integralzeichen noch mit « und moltl« 
pliciren darf, Ar die andern Potenzen x-^, x-^, bestehen für 
die Constaaten leicht zu bestimmende ModificaCionen, welche von den 
Parametern der Gleichungen abhängen. 

Wir fahren sämmtliche Integralfonctionen liier auf: 



a) 






17) 






g) 




wonach man über 7 lutegralfonctionen verfügen kann. 



Digitized by Google 



iMcl ihre gnmUrückt^ onoi^ytifeAe imd i^ynoaiMdk« Btdmtimg, 848 

In den Anwendungen wird sich zeigon, dass die meisten Inte- 
grale dieser Art auf eUiptiscbe zurttckznfahron siad. In Folge der 
hohen Bedeutung der letzteren werden deshalb die folgenden £nt- 
wid[elQQgen einiges InteroBse beanspruchen dfirfen. 



§3. 

Die IntegralfaneUoD des Kreise«« 

In den folgenden §S wenden wir die vorigen Entwickelnngen an 
auf den Kr^s, die Lemnlskate und die Ellipse, nm alsdann die Be- 
stütate an veraUgemdnem. Wir verbinden zugleich damit eine dyna- 
mische Betnchtnng and ErUftning, sofern die vorkommenden Fano* 
Üosen einer solchen fthig sind. 

£iu Kreis vom Radius » sei gegeben (Fig. 1.), auf dem Durch- 
messer oder der Terlängernng desselben gehe durch einen Punkt D 
eine Secante, welche mit der ersten DK den Winkel <p oinschliesst 
und durch den Kreis in 2 Punkten geschnitten wird, deren Strecken 
von D aas gleich x^s-^ Der feste Punkt D habe vom Centrom 
die Enfemang JL Danach besteht die Oleichang 

18) »*— 2Äcob9.x-l-ii2— tf« -= 0, 

welche der Form 15) entspricht Die Differsntialgleichnng ist also 

19^ _ . [^"" ^ 4. 'Jfi „ 0 

' y4ÄV--(«i'+Ä»-«*)*^y4ÄV'-(V+Ä«--«»)« ' 

woraus nach einer Transformation und Integration die Function 
folgt 

Um sie anf die Noimalform des elliptischen Integrals der 1. Art 
m bringen, sind folgende Betationen einzaflihren: 



and es resaltirt 

22) . + f j '^t' - - ^. 

^ ./ yi--Z«sinlV Vl-ir«Bin|V 
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worin K (las voli&tuudigo elliptische Integral Jci 1. Art bedontct 
Dass die ConBtante = K sei , geht aus der leicht zu buwciscüiieu 
Relation 

hervor. 

VerUndet man den Punkt B mit den Schnit^nnkken der Secante 
dnrcb Gerade, so sind die Winkel zwisclien diesen nnd der Secante 
bezflglich also Peripheriewinkel zweier entsprechenden 

Centriwinkel ^i^t ^ Wurzeln von 

Die obige Integralfunction steht mit dem kinctischou l^rubliiu 
der Pondclbewcgung oder allgemoiner mit der Bewegung eines schwc- 
ron Punktes im veiUcalcu Kreise in eigentümlicher Verbindung: 

Die theoretische Mechanik zeigt bekanntlich, dass die LOsong 
dieser An%abe anf die Düferentialgleichnng 

f&hrt, worans das Integral 



^,+!8ine^0 



24) ' 



»0* 4~ ^i?* sin J tt^ — 4^^* sin 

folgt, llicriu bedeutet t die Zeit, welche vertiiosst, bis der antaug- 
lii'he Winkel a in & n])f'rgegangeu ist. Von den 3 Fällen der Be- 
wegung trifft hier derjenige ein, fOr welchen im letzten Integral 

25) „ • 

"° V+4^«8inii3 

kleiner als 1 ist. Der Punkt beschreibt also volle Unil&nfe. Soli 
iiuu das obige Kreisintegral 22) mit der Kreisbewegung ttboreia> 
atimmond sein, so muss nach 21) and 25) 

26) -i^- = — 

gesetzt werden. 

Fohren wir anstatt vq die Gcsehwindigkeitsbdho h ein, wonach 
» %A ist, so resnltirt aus der letzten Formel 
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Bezeichnet nuin dio Strecke vom festen Pankt l' üiuli tlom 
Aofftagspoiikt der Bewegung mit und neant sie HarmoDÜ^alc, su iat 

S7) Qo^:^2Mh oder fb*--«^', 

4.1, ^ 



Diese Formel gilt allgeinciu. 



folgt Dänilicli oach 24) aud 26) 

28) V* « v(-4Är'-- «»"i^')' 
und hieraus erhält mau die Beziehung 

29) ''"K^ 

Die Geschwindigkeit des Pimktes in der Bahn ist direet propor- 
tioDsl der Harmonikaleii der Bewegung. 

Bedeutet nun 2T die Zeit des vollen Umlaufs, so ist ücmuach 
nach 22) 

Mau bemerke abei, daaä diu auä 29) lolgeudc i urmcl 

auf die qnadmtiiche Gleichling 

führt, dercu Wurzelu 

31) llÄA-#±y(A— #)«-«» 

sind. Hierin ist 

die Tangente vou I) an den Kreis, woraus eine einfache Construction 
für die beiden Strecken Ji, und folgt. Die hierdurch iLstminitcn 
Punkte D und D' sind in Bezug auf den Kreis liarmonisch /u^^i id- 
nete Punkte, und die Mitte ihrer Yerbiudnngsgeradeu ist vou dem 
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tiefsten Punkte £ des KraiBes um die GeschwindigkeitobObe entfernt. 
Ziebt man von dem ftnsscrn Punkt D zwei Secanten an den Eros, 
so schliessen dieselben 2 Kreisbogen ein, welche von dem den Kreis 
dorcblaufenden Punkte in gleichen Zeiten zurflckgelegt werden. Ziebt 
man durch den iuDern Punkt eine Gerade, so werden die hierdurch 
bestimmten Kreisbogen ebeuDaUs in |;leiehen Zeiten beecbriebeii, welche 
der halben UmlanfsBeit gleichkommen. 

Zwei durch den genannten Punkt gehende Gerade begrenzen also 
2 Bogen gleicher Zeitdauer. Beide Fälle sind übrigens identisch ; wie 
auch die Geschwindigkeit durch die Constanz des Verb&ltniMes beider 
Harmonikalen <> : q' nach bekannten Sätzen durch 




aasgedrackt wird. 

Je grösser die Oescbwindigkeit des im Kreise beromfliegenden 
Punktes ist, tun so mehr entfernt sich der ftossere Pnnkl vom Cen- 
tn! m, wflbrend der ontsprediende barmoniscbe innere Pnnkt sieb dem- 
selben nftbert nnd ihn fiSr oneDdUcbe Geschwindigkeit erreidit Bei 
abnehmender Geschwindigkeit nfthem sidi diese zugeordneten Punkte 
der Peripherie und fbllen in der Grenzhige ftlr die Gescbwindigkeits- 
bdbe A — i 2« der asymptotischen Bewegung zusammen. 

Wir werden später eine Yerallgemeinemng der vorstehenden 
Sätze geben, in welcher wir die Geraden durch Kegelschnitte ersetzen« 

Wir fügen noch folgende Betrachtung bei: 

Eine Secante schndde den Krds in 2 imaginären Punkten, 

(Fig. 2), die aus 18) folgenden Wurzeln sind dann 

z — /icosyiVÄ^cosy* — 

oder 

s — «±«y» 

indem wir setzen 

und 

y — VJB«8in 

Die Coustruction dieser Ausdrücke ist der vorigen analog. Die 
durch bestimmten Punkte DD' sind zugeordnete hannouiscbe 
Punkte für den Kreis. Der obige complcxc Wnrzehvrrt crlKilt durch 
die gegebene Darstelluug eine allgemeine geometrische KrkläruQg» 
die vielleicht neu ist. 
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§3. 

Die lAtogmlfanetioBeB der LemniBkaU. 

Durch einen Brennpunkt einer Lemuiskate, deren Polarglcichung 

ist, legen wir eine Gerado und verbinden die 4 Schnittpnnkto der 
Curvc durch die Brennstrahlea x^x^ etc. mit dem andern Brennpunkt. 
(Fig. 3.) 

Der Winkel sirischen der Geraden ond der ^-Acbso sei dann 
besiebt folgende Gleicbnng 

32) aj*— 4c»<r«+4c3c08^.af— c?* — 0. 

Der liadiuüVücLüi' r nach einem Schnittpunkt schliosse mit a? den 
Wiukel y ein, der Winkel zwischen den b idnu Brennstrahlcu 
heisse folgende Formeln sind dann leicht uuch/^uweiseu 

r — acosjv, «082^ •= cosi^7^ slaio «- ySsiuq», 

33) sin — 8in(y — 9) = y^siuqp, 

« sin 9 



Man kann also qt) durch y und demnach auch ^ = ^ durch y 
aasdrftcken, nnd es findet sich 

34) y« — a«+<:*+2acco8y, 

ferner 

sin (y — J») sitt 

oder 

8in(y— Jo) — -ainiv. 

Wir wenden nun auf 16) die Formel 32) an und fiudcn zunächst 
das Differential 

35) 

dst , . dm 

d. 1. 



oder transformirt nnd integrirt 

36) £ C — ^ - - C. 

J y<«»— (a— c)«)((a+c>*-»*) 
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Die BUdnug der Normalfoni} verlangt die Sabetitotioiieii 
Demoach ist 

Hieraos erliftlt man durch Sabtractioii and eine Umfönnimg 

39) yt = a^ + c^ + ^a<?C08y, 

ond diese stimmt mit 34) überein. 
Die lat^ralluuctiou ist demaach 

V Vi — if'Biuiy,» t/ Vi-Z«8injy,» J Vi— Z'sinjy,» 

Wülchü wir uocli vcnmttelst dcrLandon'ficbenSubstitutiou transformiroD. 
Wir fahren deshalb ein 

c 1 



uud dm Keaultat ist 
42) 



I i/cos2flP 

Da aber die Kectilicatioü der Lemui^katc auf letztere Integrsle 
iUhrt, 80 erhält man aus der folgenden lulegruifimcUüu 

40. r 4. f '^i^ r ^ 

den Satz: 
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Jede durch einen Brennpunkt einer Lemmskate gehende Gerade 
schneidet auf deraelben 4 von den entsprechenden beiden Scheitel- 
punkten an gerechnete Bogen «i, «, nnd tin, ab, deren Sannne 
*t+*4+t*a4-»4 ™ 2^ conatant der hal1>en Lemniskate ^eich ist 

Entwickelt man die Gleichung der durch einen Brennpunkt gehen- 
den Oeraden in Bezng auf tg iv so findet sich die Amplitadengleichuag 

44) tgl»* — 2cott;;tglü»+(l + coti|;*)tgii;*— 2cot^tgJt> — 1 « 0. 
Nach der Formel 

tg4K+»f +««+»4) — iLt^4 
igt, wenn |o in absolntem Sinn genommen wird 

and also atwh 

45) amus+arntt^-l-amti,— amti« -> 91. 

Die elliptischen Functionen aber leiten für am u folgende perio-. 
disehe Reibe ab 

Schreiben wir hieriu für u der Reihe nach u, r«, etc. und ad- 
diren diese Reihen, wobei wir für die Summe zweier Sinns ihr be- 
kanntes Product setzen, und beachten ferner, dass Z&mu wegen 45) 
dorch n-^-^Amu^ ansgedrftckl werden kann, so erhält man schliesslich 

+ * i +^ 2A: sin||.(«»+iij)... 
In ihnlicher Art findet man noch 

cos ^ ("i + cos ^ (u, + ua) cos («^ + «'s). • 

47) 

l*** =» ia, sin i (vi + j sin } (v^ -|- vj) sin i (vj - j- v^) 
— ein («2 + «^) sin (v^ 4" ^ («^ 4~ • • • 

Hierin ist q « und die Constauteu a4 äiud die bekannten 
Coefficieuten der Reibe 

F{tfi) SB 0^«p— ^ sin sHi 4^ . . . 
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§4. 

Anden' Integral fuDCtiooeo lassen sich nach 8} ohne MüLo ab- 
loitcu. Du das zweite Glied 32) d. i. der Coefficieut von a-- gleich 
Kall ist, 80 luiiit dio hicraaf bezügliche Formel 17e) auf 

Nach den Methoden der Integralreclmaog geht diese FoQCtioii 
aber ia 

Ia 

ist ysiay die Nannale vom Brennpunkte anf den entspfech e adea 
Radius r. 

Mau kann das obige Integral aacb auf tulgende Art deuten: 

In einer EUipsc ^ ^ ^ Punkt durch die Coordinatea 

asin^ nnd y = &co8^ bestimmt, der Winkel awisefaen den 
Brennstrablen sei 9, der Winkel der Normalen mit der X-Acbse sei ^ 
Das elliptische Integral B oder 



1 — |8ia9^d9> 



a 

transformiren wir durch Einfahruug von 



in 



h A * 

C0S9 -tgi^, sin^v » - sin^ 

r die ^1 C ^ 

^7 -»^i^^-^^i 



Es bedeutet also 



den vom SclioitelptiTikte der grossen Achse an bis zu jenem Punkte, 
dessen Normale mit derAclisc den Winkel einscl.liesst, gereclineteu 
Bogen der l^Ulipse, wie bekannt ist Hiernach kann man das analoge 
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Integral 49) dtr Lemuiskate für die Ellipse eiDhcbten, wenn ^ 

md SS {a-{^ c) * ^ Modul des tetxtern Integrals gemäss be- 
stimmt wird. 

Man kann flbrigens auch das Integral 



f 



y (fl - m ((« + -ir«j 

in anderer Art fttr die Ellipse benutzen , wenn mau beachtet, dass 
die Normale des genannten Puuktes durch 



and der zn r conjugirtc Halbmesser r' durch 



bestimmt ist Daher geht das Integral 

«y*^l-^,8inflp»ilv 

Uber in 



Wenn wir niin als Halbachsen einer Ellipse ^%+-^ « 1 die 
Beziehungen 

A — a+c 

B=ia — e 

einfllhreii, in welchen a nnd e sich anf die Lemniskate beaiehen, und 
die BrennstraUen m der letztem als Radien r* der erstem einflftlirenf 
so bestimmen die ihnen entsprechenden coojngirten Badien 4 Ellipsen- 
Punkte» deren sngehOrige von der kleinen Achse an gerechneten 
Bogen # die Relation haben: 

«orin 8 ein EUipaenqnadrant ist 

Diesen Functionen lassen sich noch mehrere anschliessen , so 
ist das Differential 

xdx a — e d^Y 



ferner 



dil> 
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iL 



leicht zu iiitegriren. 

Ebenso ezistirt ein elliptischee Integral 3. Art 

älY ^ 

J (^-^»i«l/')[/l^^*8inly» 

welches sich ans 35) ergibt 

Um zu caUcheideu, ob uüch Integrale 2. Art bestehen, berttck- 
sichtigen wir die Formel 17g) oder 

in welchem anserm Beispiel gemftss e « — ie^cos^ und d^ — ^ ist. 
Das obige Diiferentinl kOnnen wir min nach geeigneter TnuisfonmUioB 
in die Integralionetion 

^ p rix 

übergehen lassen. Nach Einfahmng von iy wird hieraus 

J (a+<?)(«-<?)»(««~2<M+««Z«siniy») J ^ 
Ferner ist 

Wir jnultipHcireu das vorletzte lutcgral mit das letzte mit 
— 2oc-|-r' iiiid uddireu beide, dann resultirt nach geordneter Zu- 
sammcnsteliuug 

yy l-Z>BinJyi«rfiy,+y j/l-Z>sinJy,»rfiy,...-4 ^sin*, 
oder kurz 

62) £1 + jy, £3 — £4 - 4 . sin ^. 

0 

Die geometrische Doutaug dieser Function ist leicht. 



Oigitized by Gü' 



«nd ihre ^tomMnadu^ ana^flu«kä und d^namUdt« Bedtutung. 353 

Die Integrale der entwickelteii Formeln haben die Amplitude ^y* 
krau BOeh nehrore von der Amplitude iv in tolgcndcr Art be- 
ttiminen. Wir trausformiren nämlich die allgemeine Form 



dx 

in 



Es ist aber 

~ — j/l + COSjir« — C08i», j — |/ 1+C08l«'+C<>ilv, 

also auch 

i-|/l-*«ttjfr» 

Das letzte Integral geht also nach Jbmiubrung vuu x und darauf 
erfolgter Multiplicatioo mit z über in 

J cosJvVl— i8inlt;»'°t/ «»»^y 
Die lategratlan eigibt 

53) ^(4öO-f.<;pjtg(45o+()Oj)tg(450 + (;P8)tg(4ö« + 9>4) - 1. 

Du Haaptiiitegral 35) mnltiplidren wir jetit mit ib* und 
beachten, daaa das 8. Glied der Oleichnng 32) fehlt Nach einigen 
Umformnngen resultirt 

T r ■ X 

J yi-Z«8ini«« 

— Ifliü Iv* — V 2 cos 1» y i — i srn iy» + ^2^^ = c. 

Die Reduction dieses Ausdruckes auf die kanonischen Integrale 
fahrt schliesslich auf folgende Form: 

oder 

64) jB,+JS^— 1^— i?4 « J5Bin<j>+i(Ft+F,— Fa— FJ. 

Das Additioiistheorcm für die Integrale 2. Art lässt eine Ver- 
gleichong der Functionen 62) und &4) zu. £s ist bekanntlich 

4iek 4. Matt. m. S. B*lh«, T*U I. S9 
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Die Combiiiatioii der letsten IntegnUe gibt also In Verlniidniig 
mit 52) 

2 (Bin 9s 4~ >>n — sia 9« — ain 94) 

oder die Belatioa 

d. i 

Die Ictztcu FonnolQ tiudea ihre Bostätiguug durcli die leicbt zu 
eutwickcludo Glcichuug 

66) Sia9*--y28in^üa9s— iai09^4--~|^8in9+|sin^ss 

woraus 

^Bia^ = y28ia^. 

Die bisher entwickelten Integrale der 2, Art haben, wie dmu 
sieht, Bezug auf die Rectification einer die Lemniskate eiascUieam- 
den Ellipse mit den Halbachsen a and deren Bogen also mit dea 
entsprechenden LenmiskateDbugüu in eiaftcbem additirem ZasaaioMB- 

hang stehen. 

Es läBSt sich im Anschloss aa die Fnactioa 

r _ <ik^* , r d\ v, r d^^ _ 

J yi— IwnJV ii-'imW J yi— Jainjuk« 

'/ > 1 — 4 sili 
eine zweite leicht entwickeln: 

57/ J yr—ißiDifjr/ii'i-i- J V i sm i<it^f 

+ yr— 8in>, +y — - 2£ + y 2 sia^r, 

wo £ das vollständige Integral der 2. Art ist Eine directe Heriei- 
tang dieser and anderer Formeln geben wir spAter, 

Aus der Combinatiou der Formeln 
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+ - ^3 ~ -^'i i (^1 ^ i - ^- s - ^ 4) + V 2 sin t|; 
resvltirt noch 

59) E^ + E^-i{F:,+FJ - i^'-iJS:, 
ttiKi 

Ei + E^ — ÜF^-^F^) ^ — iA'+ y 2i>mi/;, 

welche als Ellipsen- und Lemmskatenbogeii eine gegenseitige 7er- 
gleicbnng zalassen. Für jede dnrch einen Brennpunkt einer Lemnis- 

kate geheude Ucrade ist, weun die Curve mit der Ellipse j-j^^ 1 

in Yerbiudang gebracht wird, die Differenz der Ellipseabogen 

a c 

y^{E^-j-EJ uud der Lüiumskatcubogeu ^(Fi-^-F^ eiue constaute 

Grösse. Die Brennpunkte beider Cnrven fallen wie die grossen 
Achsen anfeinandcr, nnd die kleine Halbachse der Ellipse ist — e, Ihre 
Amplitude ist |t», so dass die entsprechenden EUipsencoordinaten 
«ssasini^ , ^^ecos^t' durch den eicentrischen Winkel de- 
fimrt sind. 

§ 6. 

Obgleich die vorhergehenden geometrischen Anwendungen der 
entwickelten Integralfuuctionen nur spociello Fälle behandelten, so 
zeigten dieselben doch schon die Fruchtbarkeit der gegebenen Me- 
thodeo, so dass der Gedanke nahe liegt, diese Functionen allgemein 
filr alle möglichen Fälle derart einzurichten, dass die Hoduli und 
Constanten der elliptischen Integrale ohne Zwischenrechnung aus den 
Parametern der Gl<>ichuügcu abgeleitet werden können. 

Da wir nun die Art, wie vorliiu das Beispiel der Ijemniskate 
bebandelt worden ist, fUr die folgenden Probleme zum Muster nehmen, 
so wollen wir die auch spftter Torkommouden Keahenentwickelungen 
jener Integrale in unscrm spcdellen Falle der Lemniskato zunächst 
entwickeln, um den Gang derselben bei der Auflösung der biquadra- 
tiscfaen Gleichungen mittelst der genannten lutegralfnnctionen schon 
jetzt anzudeuten. 

Wir benutzen die bekaimteu Beiheu 

Fiqi) = «uip — Aa,siuU«jp4" i«i •••» 

GO) 

E{^) ^ 6o9-|-46t8m249+i&4Sin49 — , 

in welchen 
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2 8 ä 

oo— % — ^«0— =» ^(An,— fl^) etc. 

61) 

Ferner erlaneni wir an die Fomiehi 

62) 8in4^ — 4ifB9^10sin9'+}8iD9)^+}8iii^^... 

sin 59 ösinqp — 208iuqp'-|-16siii(p* 

81069 = ösiuy— 3ÖBiü9*+^"8m9* — *^8in9' ... 

fud benoteen endlicb noch die Ar die biquedralfache Gteidimig 

bestehcndoa symmetrischeu Kelationeu der WurzelpoteozoD 

Zflp — — 
63} 2:«» — — a'+3aÄ —3c, 

welche wir für das folgende nötig baben. 

In der abgeleiteten Belation der Lemmakatenbofen 

ist die Amplitude iv an die Gleichung 

64) Bin«*— 88in^G08ifr8in«*+168in^'8ia«— 168in^ 0 

gekuttpft, wie leieht zu beweisen ist 

Man bemerke aber, dflSB eine Wttnel i»^ n^gaüY iBt, daas ahm, 
wenn die Amplitnden abBolut genonunen werden, geeöhrieben wer* 
den muBB 

sin V 4" 8in v, 4" ~ sin => 4 sin 2i{», 

oder 

Xsin« 8Bin^eoBifr, 

65) 

Zflinip* = 12Boo8d^Bin^, 



Daa anTollHtandige elliptiBche Integral 1. Art bat nun folgende l^orm 
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66) 



Die Functiou 



67) 



F, + F, + F,-F, 



kann nan in folgender Art transformirt werden. Für Fi-\-J'\-\-J''i 
setzen wir 2Ä — und beacbteu, dass % ^ a^n =: 2K. Da 
wir die F reell wählea, so roass dementsprechend der Winkel inner- 
halb bestimm er Grenzen genommen werden. Derselbe ist, wie man 
sieht, ein Parameter der Hauptgleichang oder 44}. Für 



gewinnen wir tdUiefslidi das Bas^tat 

68) ^V(Sa4— 8%+16i^— SloiQ ...)eoi3^ifn^ 

+ ti^a^'-96ttr{'lftBa^t){2l^32 eo8 2i/;+32 cof4^) tin 2^ tin 



YCiMcb der Lenmiakatenbogen durch eine Reihe ausgedrückt wird» 
derqn Coffici^nt^ dorcb ToUatiU^liS^ elli]>tis«he Integrale bestimmt 
and, und die innerhalb der aagegebene^ Qrfnu^en d9§ Fo^wiiüMlf ^ 
oonfoitllrt. 

In ähnlicher Art findet man 



Die obigen Reihen haben wir ans dem Gnude zanftchst an einem 
ebfiiehen Beispiel entwickelt» nm den W^^g an^adeaten, auf welchem 
wir später bei VerallgemeinenDlf der Methoden znr Anflösnag der 
GleicliaBgea 3. and 4. Gfidei TenaUteist dieser Faoctioaen gelaagen 
weiden* 

Bemerkung. In § 1 leiteten wir au» der Gleichaog 4. Grades und 
ihrem DifferenüaqaoUenten die Formel her: 





— (*»-*4+*»-*s ...)sin2^ 

— \«(3»4— 6l||+16ik ...)eoBdtiiii^' 

--jK^4— 356«4-128A,o)(21— 32cos2#Mf32co84^)sin2t|^ini|/*. 
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and es war 




In äbnliclier Weise ündet mau aui der letzten Gleichung die 
l'oigeude 

*4tgT3— 3-4tgT« + 2iltgT " 

ote auch 

V l 1 

und IUI dieae RelAtioii scblioifien sich noch andere Terwandte an. 



§ 7. 

lateftalfkuetlMeB 4er CnrTen 4. and 8. Grades. 

Da die gemcmsamo Betrachtang der Kigenschaften der Leninii- 
katc ond der dnrcli die GleicboDg 

70) ±y»-.** — -d«*+J»«*— Cit+X> 

definirten Gorren 4. Grades anf harmonische Yerhiltaisse fthrt, so 
wollen wir folgende Untersachnng hier einschalten. Die Schnitte dflr 
X-Achse mit der obigen Cnnre (Fig. 4.) besümmen die Wnndn 
oios etc. der Gleichnng y 0. Die Formel 13) findet Anwendong 
aaf dieselbe, wenn wir zur X-Achso eine parallele Gerade ziehen, 
welche, im Fall wir das obere Zeichen wählen nnd also y constaat 
SS b festsetsen, in ihren Sehnittpnnkten mit der Ciir?e auf die War* 
aebi x^Xi etc. fnhit Dann ist 

ri) r ^ 

t/ y(«| — aj)(«|— flj)(«,— <i,)(»i — a4) 

+ 1 — ^ — — » ^ - +etc = C 

^ V (x, — «i) (%— o,) («, — og) (r, — aj 

die Intcgralfuiictiou. 

Die Bedingungen , welche fttr die Nonnalform der elliptiscbfla 
Intograle 1. Art notwendig sind, finden sich ans 



y (o, — oj) («, — Ä4) 4. y (tf, _ a,)(aj _ a J 

72) 

tg*y — V(<»i — «i) — 4 - y (01 — «iHot - 

y(a|-«^(«i-a,)-.y(«,-d,)(fl,-a4)r («-o,)(«-a*) 

nad die Normalform wird 
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Wir wenden bieraof die Landen'sche Substitution an, and dem* 
nach bat man 

sin (y ~ i«) - lin ^ 
zjL setzen, wodnrcb die Function 71) übergeht in 

KoB gebt aber ventebeader Amdrnck Ar o* — 8e* in die be- 
kaaato FtaiclioB Ar die Learaiikate ttber, nnd die Bdation 



76) Z'^^ 
gemlBB 72) die zweite 



76) (a.-a,)(a,- -a,) 

Diesem barmoDlBcheD Doppelyerhftltiiise fleblieesen sich durch 
PemratatioD die beiden folgenden 

<ai — at)(<^~«i) ' 

77) 

identiadi an. Dies zaMdunen ftmend haben wir den ^tz: 
Wenn die Wurzein a^a^ etc. der Curve 4. Grades 

fftr y — > 0 in harmoniBclier Beziehung zu oloander stehen, dann existirt 
f&r jede beliebige der X-Achse parallele Qerade y^h nnd der da- 
dnrdi bedingten Wurzeln etc. eine Integralfonction 



* = M, 



1 /, 4<wj . . 



deren doppelte AmpUtade / als Winkel zwischen ^em Brennstrahl 
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und dem entsprechenden Radius einer Lemniskate anigefastt werden 
kann, wiüurend in der transformirten Function 

J Vi— isinK ^ 

die doppelte Amplitude v der Winkel zwischen den beiden Brenn- 
strahlen ist and die Function selbst 4 Lemniskatenbdgen charakterisirt, 

deren Snmme stets constant ist. Die Bcdiügaügbgleichangeu zwischen 
den Gfü&seu y and t? giud 

tgl(t^~y} = (y2-ij*tgiy. 

Die obigen harmonischen DoppelTerlAltnisse fiBhren za einer 
bekannten Bodacenta der biqnadrMisehen Oleichnng und zwar zur 
kubischen Invariaiite Z = 0 oder 

78) lUD+9ABC-'2niC*—2fiA*D—2B* — 0. 

Sobald diese Bedingung unter den Coustanteu der GleicLung er- 
füllt iät, sind ihre Wurzeln bekanutlich einander harmonisch zugcurdaet 



§8. 

Wir legen jetzt die Cnrven dritten Grades 

79) ±y« — «»— — C 

den folgenden Untersuchungen tu Grunde und werden die aua üir 
rotnltirende Integralinnction 

A ^ r ^ 

»/ V(«i— ''i)(»i— «s}(«i— fls) V(«S — «s)(«i— <%) 

goomefrisch und dynamisch interpretiren. Wir wählen ziinäciist das 
obere Vorzeichen, setzen also voraus, dass die der J^-Aehse parallele 
Gerade y «= -|- Ä oberhalb der Achse die Curve in 3 durch die Ab- 
scissen xtx^x^ bestimmten Pankton PjPj/'s schniidet. (Fig. 5.) Bei 
der Bildung der Normaiform hat man nun folgendes zu beachten: 

Im 1. Integral der Function fuhren wir ein 



«1 — =» Si^, 



dasselbe geht dann Uber in 



Digitized by Google 



und Art j^waeCrüdl«, Q$MJjfii$d^ iiiMf djjrnaiNiircA« Btdtitluiuf, 361 



Wir setzen ferner 

Z * ««. = (a, ~ a,) sin y^*» 

dann foigt 

uud das Integral wird 



J Vi — Z>sing>,« 



VI — Z*sin<pi' 
Ebessa findet man ftr o, ss — n^t 

- - . «,* SS (of a«) sin qp-* 

worans 

«4— «1 " 
und es i»t das zweite Integral 



Vi— sin 9t* 

£8 sei endlich 



dum ist eben£dls 



O3 — Oj 

also 

83) J=^J = cotv.', 

SO dass die allgemeine ^iormalfonn wird: 

J Vl-Z'siag?^* r/ Vi— Z'smgjg' V Vi — Z*ßing>8» 

Es Itost sieb leicbt die geometriscbe Bedentang der Amplitaden 9 
nachweisen. Die Jt-Acbse stdge die Corre in den Pankton A^Ä^A^ 
schneiden. Uebor A^ A^ beschreiben wir einen Halbkreis, Terlftttgcm 
die Ordinaten der Pnnkto 1\ bis vm Dorchschnitt mit demselben 
and rieben von A^ ans nach diesen Schaittpankten Sehnen, dieselben 
schliessen, wie ans 81; and 82) bervoxgeht, mit der JT-Achse die 
Winkel ^ and 9, ein. 

Femer beschreiben wir über A^X^ einen Halbkreis^ errichteo in 
eine Ontinate bis znm Kreise ond Terbinden den Darcbschnitt mit 



Digitized by Google 



362- 



Oekin(fhaus; JSiUptische Inteyrai/unctionen 



X, durch eino Sehne, welche nach 83) den Winkel q>s Achse 

einschliesst. In der Figur ist nnr eine der zwei congraenten Cnrven 
angegeben. lu d'di' iategralfunctioü ist also die Amplitude geumetrisch 
dciiuirt. 

Will man dieselbe anf die Lemolskate anwenden, so Ist ^ 
in setxen, woraus . 



Die Wurzeln a^a^a^ müssen also, im FaUo dass die Integral- 
function durch Lemniskatenbogen ansgedrflckt werden soU, eine stetige 
aritbmetisohe Proportion bilden. 

Die allgemeine Bcdiogungsgleichong ist hierftir das Verschwinden 
der kubischen Variante 



Erfüllen die Constanten der Curve 3. Grades 7U) diese Hedingung, 
so ist (p der halbe Focalwinkei der Lcmuiskato, in weicher drei dnrch 
die oben angegebenen Amplituden bestimmten Lemniskatenbogen in 
der Relation 



za einander stehen. 

In Bezug auf das untere Vorzeichen geht fUr die Curve 

— yi « afl—Ax^ + B»^C 
die Integralfnnction über in 



85) 

folgt. 




a6) 



2iis— 9iiS+27C-0. 



87) 



y — («, — Ol) («I — Of )(«! — O,) 




dXf 




Im 1. Integral ist einzufiUireu 




aPf «»■ Oj — (flj — Oj) cot 



Im 3. Integral ist eiazoflBbren 



=- cot Ol"* 



woraus 
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*1 *•! • 

Im 3. iflt 
woram 

so dass die IntcgralfanctioD übergebt in die Nonnalform 

/* «^yi , _ _ , ^ _ Q 

Vi — ^'»8m ö,a t/ Vi — Z'^smaj^ "^/ Vi — Z'^ siu ö,» 

deren Amplituden auf die nftmliche Art wie im ersten Fall dnrch 
Winkel zwiBcfaen Kreisselmen and der X-Achse geometrisch definirt sind. 

Die Anwendung auf die Lemnislcate fuhrt wieder auf die stutige 
Proportion 

^ 2™ 

und damit auf Lemniskatenbogen, die in der Belation 

ZU oiuaudür stehen. 

In Bezug auf die Cnrvc bemerken wir, dass ^r das obere Zeichen 
die Cnrre oberhalb der Achse reell, nnterhalb derselben iroaginair 
wird. Fttr das untere Zeichen gilt das Gesagte umgekehrt, so dass 
die ganze Curve beide F&llo nmfosst 



§9. 

Dynanfsehe Bedentug der Cnrren 3« Grades* 

Da die Untersuchung der Bewegung eines schweren Punktes auf 
der Kngclobcrfliiche auf das vorhin entwickelte lDtc;^raI führt, so 
wollen wir eine gemeinschaftliche Betrachtung beider Integrale jetzt 
noch in Kttrze vomehmeu. 

Nach den ])okaiinten Methoden der analytischen Mcclianik betreffs 
des Problems des Kugclpcndcis werden folgende Differentialgleichun- 
gen die Lösung desselben geben: 
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wonuit 

Bei ii^miuhruug bekannter Polarcoordinaten g> und wird 

89) 

und 68 ist also: 

90) (^^ j + sm ^-^j - ; C05 1^, -f ^. 

oder weisen 



worin 



C C 



Ans der letiton Differenti£^gleichang resoltirt also das Zoitintegral 



P sin rlffirlf 



worin die Gonstantcn sicli aof den Anfangszoatand beziehen. 
Der Amdmek anter dem Wnnelxeichen oder 



93) 



— y ^cos + ^ ^ — ^ (-^ — ^')) 



kann durch Einführung der Wurzeln dieser Gloichnng auf eine Forra 
gebracht werden, welche eine Vergieichung mit dem Integral 84) zn- 
lässt. Diose Form ist 

94) 

r~j — ^"f^ — . ..^ . 

J y — (cos V; - cos a)(C08 » — CO» ff ^COS + cOt l« +008^^ / 

Vermittelst der bekannten Sabstitntion (S. Schell, Theorie etc.8.368) 
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e(M^^ C08|)— OO0flr)8ÜI0', woibub 

96) »to^-^«^"^' 

cos p — cos a 

geht das Integnl Ülr oos^ ss m ftber in 

^ da 

I ^_(^cosaX;r-C08^;(^+ j> 

uttd seine Normalform ist / . , ==^i so dass man hat 

*/ Vi— Z«ain«> 

U Vi— Z»aiitfi« Vi— Z'sintf,« ^ / H—Z^^ 
worin 

co»y — cos a* 



98) Z* 



l+2co«aG08/}4- cos/'* 



Diese Gleichungen sind mit dem der Curve 3. Grades identisch, wenn 
man letzterer die Form gibt 

• / V/ ^.(t l+cosacos/J\ 

90) „• - -(«-co8a)(»-co»ft(^«+ «^»+coa/ ) 

Hiernach sind die Abscissen der 3 Schoittponkte ^ Jji von Achse 
and Corre der üeihe nach gleich 

- col.+cosp ' 

Um den Anfangspunkt beschreiben wir mit dem Radius r 1 
einen Kreis, derselbe wird den 1. Punkt aus-, dagegen die beiden 
andern einschliesseo. Femer ziehen wir eine die Curve in 3 Punkten 
schneidende, der JT- Achse parallele Gerade, die Ordinaten des 2. und 
8. Punktes verlängern wir bis zum Kreise, und die Radien dieaer 
Schnittpunkte mögen mit der JT- Achse die Winkel 1^3 einschliessen. 
Endlich construiren wir noch üher Ä^A^ tind A^X^ Halbkreise, {X^ 
bezeichnet den Abscisscnpunkt der 1. Ordinate) ; im ersten verbinden 
wir die ScfanittiNinkto der Ordinaten f^, nnd der Onnre dnrch 
Minen, walelie mit der Acbae die Winkel c% nnd bOden. Der 
Scbnit^nnkt der Ordinate in ^ nnd das % Kreises, Yerbnnden mit 
Xi dnreli eine Sehne, bestimmt d^ 3. Winkel « , so dass auch hier 
die Amfdilnden der Integrale geometrisch bekannt sind. Die Sacke 
Terhllt sieh nnn so: 



Während das Kugelpendel seine Bewegung vom tiefsten Punkte 
ifi) zum höchsten («) vollfUhrt, gebt in der aof der Ebene darge« 
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Stellten Bewegang der ensprecbendo Punkt von nach , gelangt 
also ane der Lage rif^iCs), wozn die Zeit «g, in die Lage wem 
dio Zeit erforderlich ist, und es ist, wenn man die der Amplitnde 

aj entsprechende Zeit mit bezeichnet, für alle der JT-Achse pand' 

lele Geraden und die dadurch bedingten Amplituden die Relation 

100) h'^h+h 

allgemein gültig. 

Wegen < = c ^^^^ ^ ~ ^ ^ 

JT- Achse projidrte Bcwegungsgeschwindiglseit des Gunrenpnnktes der 
zugehörigen Ordinate proportional ist. 

Unserer Figur gemäss geht wegen der Lage der Ordinatenachsc 
die Bewegung in der uuteni Halbkugel vor sich, denn a liegt zwischea 

^ und 0. Rückt aber diese Achse über hinaus, so liegt « 

zwischen n und ^^'^ höchste l'uukL bt'liudet sich auf der obern 

Halbkugel Ziebt man im Funkte iß) eine Taugente bis cur Achse, 

f 

so bildet das von der Jt- Achse abgeschnittene Stück OC ein 

Kriterium für diese Bewegnngsverhältnisse. Ist nämlich die Ge- 
scbwindigkeitshöhe im tiefsten Pnnkt der Bahn kleiner oder grösser 
als diese Strecke, so liegt der höchste Curvcupuukt in der untern 
beziebnngsweiso obom Halbkugel. 

Es erftbrigt noch;, die geometrische Bedentang des Modulus der 
obigen elliptischen Integrale nachzuweisen. 

Zu dem Ende beschreiben wir noch über A^A^ einen Halbkreis, 
errrichten in A^ die Ordinate und verbinden den Schnittpunkt der- 
selben mit dem Mittelpunkt des Kreises. Der Radius ist 

1 -|- 2 cos cf cos ß -f- cosg^ 
* coso-^-cosfJ ' 

die Abscissenachc Z des Punktes A^ in Bezug auf den Mittelpunkt 

1 +2c08gcos/?+2cosa^— cosy 

also Ist 

Z , l-|-2cosacos |3-|-2e08 a^— cgsg^ 

cos €t s= ^ _^ ^ ^^g^ g^j3 15 _|_ ^^jg ßt 

Aus der Figur ergibt sich ferner, wenn wir 
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trau&fonnireii, dass 

101) Z^tiüia' 

womit der Ausdruck 

j coay — CO»«* 
1-|- 2 Cosa cos /3 4- cos 

geometrisch dofinirt ist 



§ 10. 

Die 80 eben gegebenen Entwidcelnngen finden ebenfiiUa An« 
Wendung auf die Bewegung eines schweren Punktes im Terticalen 

Kreise, welcher Fall aus dem vorhergehenden durch die Annahme, 

dass die Bewegung im tiefsten Punkte der Kugel beginne, oder dass 
ß=ij ist, leicht abgeleitet wcrdeu kauii. Der Tuiilit geht bis « und 
kehrt wieder zurUuk, der Moduius des lutegicik iur diese schwin- 
gende Bewegung ist if=*siu|a, der Winkel desselben oder u hat 
deu Spielraum vou 0 bis lö<J'^ Für Z ^ l hat man die asymptoti- 
sche Bewegung als Grenzfall ftir die Curve 3. Grades. Die Verhält- 
nisse bleiben in diesem specielleu Falle dieselben, wie vorhin iilr den 
allgemeinen. Jede der .Y-Achse parallele, die Curve in 3 reellen 
Punkten stiiueidi ndr Gerade bestimmt 3 Amplituden und entsi»re- 
clunde Zeiten, weiche durch die Relation ti = tt-\~^:\ einander 
verkuuplt sind. Die Curve wird durch die Gleichung 3. Grades 

s — («—cos«) {x* — 1), 

od«r 

102) COSaJC^— «+C08«+y* «= 0 

bestimmt. 

Ist a = 90^, so ist z< ^ ^. Die Bewegang dos Canktea geschiobt 
in dem Halbkreise oad die ItttognUfanction 

iD welcher die Ampittoden a als Focalwinkel einer Lemniskate an- 
gesehen werden können, geht über in eine Belation ^i-\rH 
von Lenmiskatenbogen. Die Gnrve hat dann die Oleichnng 

wobei wir daran erinnern, dass dieselbe wie alle übrigen aus 2 zur 
X-Achse symmetrischen Teilen besteht, von denen aber nur oine 
gezeichnet ist. 
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Zum Zwecke einer Verification wäWen wir dea Fall der asympto- 
tiftchea Bewegung, welche der Corve (Fig. 7.) 

103) i+y««o 

entopricht. Fflr y-*0 8iDd deren Wurielii x^^+l nnd — — 1. 

Die Gerade sei eine Tangeutc, äo daää die Gleichung fdr den 

Maximalwert von V |^ 27^ gleiche Wnneto c 4 bentat« 

die 3. Wurzel = — |. Die erste Kreisordiuate , welche mit der 2. 
zusammenfällt, bat den Wert if>/2, die Ordinate y' im Pankte 
ist 1^3, woraus die Amplituden tgd^ = t^Oy = jy2, tf (Fj ys, 
oder Ig^Ot V 3 — V^» tg^a^ » folgen. Da nun das latc^gral 



Ist, M geht die Integralfanctlon Uber in 

104) tg 4- Ja,)^ = tg (450 + ^tfj) 

welche Gleichung hei Bennlning der berechneten Amplitniien leicht 
bewahrheitet werden kann. 



i 11. 

Die IntegrulfunetioBcu der Ellipse. 

Von besonderer Bedeotnng werden die allgemeinen Entwidce- 
Inngen des § 1. fhr die Kegelschnitte ^ indem die ans denselben ge- 
wonnenen Theoreme einer Erweiterung fthig sind. 

Die Ellipse 

werde von einem Kreise, dessen Centrum die Coordinaten Ä(o) habe, 
in i Tunkieu, deren Coordmateu » = asiny, y öcosip etc. ge- 
schnitten. 

Ist der Radius des Kreisee — so bestehen die Formeln 

106) iZcos^ — asin^, iZsinilf = 6co8^, 

Die Elimination von tp und r aus der 1. dieser Gleichungen vermit- 
telet der beiden folgenden liefert das Schlusgresultat 
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— 4^/iC08a8iii9H ^ -0, 

worin 

Fuhrt man x « asiu^» ein, so entsteht 
106) 4i{^co8«*«H-^i--^C08a>+^'^nna>+2Xj«* 

Dieser Gleichung steht zur Seite 

lOJ) /+4Ä5«n« ^ (^"C08«»+4^ sin«« - 2L'y 
b* b*' 

Auf diese Gleichung findet die Fonnel 13) Anwendnng, die Ans- 
ffthrnng gibt in geordneter Darstellnng das Differential 

106) ^ 



oder transformirt and integrirt 



109) 

de 



a* . „ . a» 



+ ^(Ä^~(Ä + 1)*)(«='+ ^(i*-(Ä-l)«) 



Dies bypcrelliptische Integral kann durch MultipHcation mit x 
auf ein cllipUscbes zurückgeführt werden, welche Lösnug wir nach* 
her in voller Allgemoiuheit geben. Hier machen wir dio Annahme, 
dass ^ R±b sei, dauu ist auch x » 4: 2Rb, Bei £inf<ihrang von 
X =- asin^ geht das letste Intogral tther in 



f f , ^ r 



Nach einer Untei'sucbung über die Vorzeichen nnd die Qoaatante 

resultirt 

Aieh. «er Matk. Pkj». ü. AeiJM. X«il 1. 
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nnd beziehen''8ich die Indices auf die entsprechenden Quadranten, wo- 
bei wir in 1. annehmen. 

Aus der iieiation 

olgt, wenn die 9 ahsolnt genommen werden, 

amu^— amttf — amus-f-amtM — 0. 
Setzt iuiiii im Anschluss an die Ellipse den Modnlne Z^ = 
und die Amplitaden fPty ^ ^ gegeben Torans, so 



lassen hieraus die auf die Ellipse sich beziehenden VerhÜtoiÄse 
7. « «ich bestimmen. Es besteht nftmlich die folgende Relation 

^coso.ainy+siuo.cosy— y i^^sin^^ -= 2/f*8in9»— 1. 



Es sei 

a 



dann hat mau dio folgenden 3 Gleichungen 

srsin^i+ycos^]— «sin9>i* — 2^*sin^Pi>— 1, 
»sin + y cos (jpg —«sin — sin ^* — 1, 
icsin^g-f-y cosg^s — »sinya*« 2i^^sin<jP8* — 1. 

Die AniOsang ergibt 

Z^IR \ ''in j(Ti — yg)sin^( < py— (Pa)^^ ^^ \ ^^Pttz^x) 

2^ \^ /""^siuqPt^^inCv,— g)»J+8inv,'^iÄ(9»'--Vi)+8ißV9Hyi— 9») 

Q. S. W. 

Bemerkenswerter sind die elliptischen Integrale der 2. Art 

Gemäss den in M- entwickelten Formeln lindet man leicht 

2&i/ä 

Vi— ^Hin9»<<l9 " T r « 

Nach Feststellung der Vonseichen ist die Integralfanction 
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cos«. 

• - • ae 



Da mm bekuintiieli EttipBeobogoi dansh Integrale dieser Art anige- 
drQckt werden, so liegt der Gedanke nahe, die obigen Integrale 
durch die dasn erforderliche Bedingang 

mit solchen Bogen nnaerer EUipse sn identifidren. Ans der Be- 
dingung 

folgen nna die Belationen 

114) ,.yä»+>'+j, 

wodurch die Integrale In ElUpaenbogen Übergehen, wenn die Function 
noch mit a mnltiplicirt wird. 

Demnach kann man folgenden Sats aniaprechen: 

Jeder Kreis vom Uaibmesser < « i«; -f- ^ , desseu Centnun R{a) 

y^4^ b 

wat fliBem mit dem Badina X ^ ^ — nm den Hittdpnnkt 

einer Ellipse -f 2, » l beschriebenen KreiBe liegt, sehneidet anf 

derselben von den entaprechcndcn Scheitelpunkten der klelneQ Achse 
an gerechnete Bogen S ab, für welche die Kelation 

bR 

115) i^»iS^+4+iSi— 4*^008« 
beeteht 

iS^+i8* bihien znaammen einen Ellipsenbogen. 
Auf die Integralftoction 

116) ^(9i)- -f'CTs) - n9»)+n94> 

lässt sich das Additionsthoorem der elliptischen Integrale 1. Art mit 
seinen bekaonten Gleichuugäsystetneii auweuden. Erwägen wir, dass 

14» 
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durch TraBsposition ans doB obigen Ansdnick noch die beiden fol- 
genden 

117) 

bervorgehen, nnd führen ein 

i' (9i)-i^(<P*) -"F(a), 

118) 

welche mit den Formein 

cos tf » cos 9i C08 9t 4^ <Pt^(^)t 

119) 

CO« » cos 9sC08 94 — Bin 9s sin ip4^i^) 

vcrlcnQpft sind, so liat man folgende symmetrische Fanctiou: 

C08q)|*—C08 9f* 



120) sina 



— ' C0S9|8iB9f^(9i}— C089j|8in9i.^(9t) 

cosya*— COS 94* 

COS 9a sin 94^(9,1) — cos 94 sin (p^^iqn)* 



nnd in Verbindung mit andern bekannten Relationen noch eine zahl- 
reiche Monge neuer. Wir geben später unter Benutzung der Jacobi- 
schen Construction bezüglich der Addition der elliptischen Integrale 
eine weitere geometrische Durchftthmng der bisher entwickelten 
Functionen in allgemeinster Betrachtung. Man bemerke noch die der 
Fomel 108) analoge Integralfiinction 

Iii) • 



Auf diese liypercUiptischen Integrale kommen wir spftter inrflct 

§ 12. 

Wenden wir die vorhin gegebenen Functionen aut die ii^'perbel 

an und setzen die Bedingung « if + a voraus, so erhalten wir die 
Function 

128) £ I ■ - ' - , , - - , C. 
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Die Bednction auf die kanoniache Form basirt wai 

124) 

Süd es 18t 



126) 



,_i '^cp 



woraus sonftcbst 

126) 



Ferner ist nach bekannten Methoden 
Setzt man ^ — 4iZ!i, so wird Z> woraus 



M8) jj_]^+/±«, 

Demnach besteht fltr y — fteos^ die integraltnnction 

welche, vvcüü v als lliuliiisvector einer Lemniskato r*=»6^co8 2fli 
aufgefasst wird, Bogou dieser Curve darstellt 

Um anf Hyperbogen zn kommen, mnltiplidre man in 125) den 
SVenner mit y nnd beachte 124), dann wird man 

cosi^'Vl— Z«8in4<^'« a r ^+ c«' sin« 

als eine Snmmc von Hyperbelbogca haben. 

Die geometrische Bedentnng von ^' geben wir % 16. 

Sollen diese Bogen sich aaf die vorliegende üyperbol beaeben, 
so ist einznfähren 

131) = 
woraos wegen « » jR-|-« 



Digitized by Google 



^74 Oekingkaut: EB^ttüA« Int^raffuncthnm 



3 5 

132) 

S 

Die geometrische Bedeutang von ß werden wir gieicb aogobou. Dem- 
nach ist 

S 

133) " - 



•7 < 



_ _ oÄ sin« 

cos " ' ^ 



jj/l-^sing- 



Man verbinde einon Hypcrbelpunkt durch Brennstrahlcn mit den 
Brcnnpanktcn, und bezeichne den Winkel, welchen ein Brcnnstnülü 
mit dor Yerl&ngenuig des andern einschiiesst^ mit 6, dann ist 

184) 

Der Ansdmck fUr den Bogen 



135) 



gebt in Fdigo dea obigen Wertea ftr y Aber in 
186) 



e' ' 

wouach dies bekauutc Integral beziigliuli seiuer Amplitude uiiiu kiarere 
Bedeutung gewinnt 

Bezeichnet mau m ahuliclier Art mit S dcu Winkel zwischen 
zwei Brennstrahlcn einer Ellipse , so ist der von der grossen Achse 
au gerechnete Bogen durch das Integral 

137) ' ' 



ansgedrflckt. 
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Wir haben diese beiden Integrale ans dem Grunde eingeflÜirt, 
weil wir dieselben nachher bei einer dynamischen Betrachtung nOtig 
haben. 

Bezüglich der Ellipse erwähnen wir noch das folgende: 

Wird ein ElUpsenpnnkt P, dessen Ck)ordinat6n «*asin9, 
jf =r icos9 sind) mit einem Brennpnnkt f durch den Vector r Yer- 
bnnden, nnd schliesst derselbe mit der Z^Achse den Winkel ^ ein, 
so ist folgende Relation leicht m beweisen: 



1S8) 



+(1+Z) f yi-.,,«sinfir«dl^-Zcos,> 



§ 13. 

Oeometrisehe Dnzslellnng allgemeiner 
Integralftuiellenen« 

Von einiger Bedeutung ftr die Geometrie und die Theorie der 
biqnadratischen Gleichungen werden die folgenden unter allgemeinsten 
Gesichtspunkten betrachteten Integralfunctionen werden, indem die- 
selben geometrisch und analytisch auf eine grosse Menge bemerkens- 
werter, durch elliptische Integrale bestimmter P^bleme sieh anwenden 



Wir fanden bei Betrachtung von Kreis und Kegelschnitt die 
folgenden Functionen 



139) 



Diese, sowie die uns aus ihnen durch Multiplicatiott von gr^^wr^^,^ 
unter dem Intcgralidchen hervorgehenden andern Function«!, sofern 
ne in den Kähmen dieser Abhandlung gehören, werden wir im fol- 
genden discutiren. 

Die Integrale werden wir sunächst vennittelst der £Uipsen- 
gleichang 



L 
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yS a ^t — ^aj* oder •« a* — ^ y*, 

wonuis 

transformiren. Nach Einführuiig der g^beneo Sabfititationen geht 
du erste IntegxiU aber in 

140) oder 

J ^Äy j/(x«+J(Ä*-(Ä-»W)(5 «JH-)«-*«)-««) 

Um dies Integral auf die Kormalfoi m r llipiisclier lutegrale zu 
bringen, fuhreu wir eine neue Transformation ein. 

Wir bezeichnen, wie bekannt, die Entfernung der MiUeljiuuktc 
von Ellipse und Kreis mit 7?, deren Neigung zur ^-Achac mit er, und 
mit #1-^2 ^3^1 Wiükel zwischen H und den Kreisradicu < oacb 

den Seiinittpunkten beider Ourven. Man bat also (Fig. b.) 

also auch 

yt — (2Äco8d+a* — Ä*— O 

141) 



Führt man nun diese Ausdrücke in das obige Integral ein, so vor- 
oiufiuht sich dasselbe*, ganz bedeutend, und es resultirt schliesslicii 
folgende interessante Integralfooction allgemeinster Art: 



^jSinjV 



142) r ^ + r ^ 

deren Amplitnden an folgende leicht abznleitende Gleichmig 



•0 
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((itf«)VMDO«+Ä«cosa«)— a*62)tgjd*— 2c»j(J2+#)8iB2atg|<>3 

143) 4-2((a%iDaH^^eo6tt*)(JZ'-«') 4-3»*(a>GOBa<+Mll«<)--a*6>)tgi«* 
— 2cMä— *)sin2«tgi^+(Ä-*)«(ahlB«H*^cow«)--iiV=B 0 

gekttllpit nnd. 

Kacb Irttberen £Förteriuigeii folgt hierans 

woraus 

144) 1^, + 4^, + i*, +4^4 - 180« - 2a, 
Fttbren wir den Modtüus Z Termittelst 

ein and befttimmon die Vorzeichen der Integrale, so ist die Relation 

146) 

ani«»i-|~anit4-|-Anitis — ami»4 » n — 2« 

iür den Fall gflltig, dass die Gleicliang 143) 3 positive ^t^t^s nnd 
1 negative Wnrael »4 besitzt. (Siebe Fig. a) 

Dagegen ist 

147) ^ ~ ^^^»^ + 

ain«]-|-aniti2 — amu) — ain«4 = sf— 2« 

wenn 2 positive ^j^« and 2 negative ^«^4 Worzeln eiistiren. 

EndUcb ist 

148) 

am«,+aiB%+uit«8+<unii4 » jf — 2a 
wenn alle Worzeln ^ positiv sind. 

Geometrisch sind diosc Modihcatioiif u durch vorscliicdm«' Lagen 
des Kreises uud der dadurch entstehciKicii Verschiebuiif,' der hclinitt- 
l)uukte bezflglich der Centrale leicht zu unterscheiden. Wie man sieht, 
sind zwar die Vorzeichen der Iütep;ralo v(in diesen Lagen der Curven 
zu einander abhängig, aber sie folgen nicht den Wnr/elvorzeichen 
der Amplitndengleichung , weshalb sie durch eine besondere geome- 
triscbe Untersocbvng erst festgestellt werden müssteu. 
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Die Integrale 2. Art werden anf ftbnilclie Art gefanden. Indem 
wir an die Formel 17) d) erinnern , mnltipliciren wir 140) mit aß 
nnd transformiren den Ansdnick. 

Das Endreenltat is^ 

150) yi-^«eiulV^4*i+ Vi— if^wnlV«***! 
+ y* yr^Z«Sn i^a^./i^s+ J* Vi— Z«Bini#4MJd4 



e r a 



cos et 



and die Vorzeichen bestimmen sich nach den in 146) — 148) ange- 
gebenen. 

WoUen wir endlich noch Integrale 3. Art in den Kreis der Be- 

trachtuüg ziehen, so erinnern wir an 17) f). Demnach bat man im 
Nenner mit y zu inultipliciron und man wird nach einigen leichten 

Rechnungen folgende Integralfuuction finden: 



151) ^ ^ 



(1— Asinl^^«) Vi— Z«BinJ*» 

Diese von Jeder specieUen Annahme unabhängigen Inte^alfunc- 
tionen können aof versehiedene Weise geometrisch interpretirt oder 
analytisch tnauformirt werden, wodorch die FAlle mathematischer 
oder dynamischer Probleme, in welchen elliptische Int^srale vor- 
kommen, mit den obigen Entwickelnngen in eine nfthere Bssiehnng 
treten. Die wichtigeren Verhftltnisse dieser Art werden wir dnrch 
mehrere Beispiele iUnstriren. 



Der Integralfnnction fttr die Ellipse 
schltoast sich, wie ohne Weitefes erhellt, die folgende an: 
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Die Fonneln für die Hyperbel sind denen der Ellipse analog: 



163) Z I , 



— a 



Falls man für seineu Supplementwinkel 9-' einführt, traus- 
formiren sich die FnnctioDcn iu diejuiiigcü Formen, welche wir später 
Qütig haben. 

Indem wir die Winkel, wlIcIic die Kreisradieu nach den 4 Schuitt- 
punktcn des Kreises und der Ellipse mit der verlängerten Centrale 
OM bilden, mit r)-^^^' etc. bezeichnen, besteht die Gleichung: 

154) {{E- j5)^(a^siiia^-fi«C08«*)— a»62)t.g^'*— 2cM7Z-*)sin2<rtgid'» 
+2((a»sino»4-&«C08a»)(7i:2— ««;-f2«V'co8o«-H«8iua5)— a*&^)tgi^'* 

Die IntegralfiiiiGtiojiea für die Ellipse sind in diesem Falle 



155) 



Die Integralfniictioneii ÜDr die Hyperbel dagegen sind 



166) 



Ii/ 4Rs . 
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In der obigen Amplitudeuglcichung muss im letztem Falle — «ft* 
statt fji^ gesetzt werdeu. Die Integrale 2. Art simi den soeben ge- 
gebenen 1. Art entsprechend. Wir wollen fftr diejenigeii 3. Art noch 
folgende Function aofsteUen: 

157) 



s r ^i?_== 

nnd die entsprechend iweite ftr dieselbe Hjrperbel 

lbi<) 



, r = 



: — C 

2 



Ebenso bat man fttr die Ellipse 

159) 



, r ^ 



n. 8. w. 



§ 14. 



Die Reibenentwiekelnngen der elliptiscben Functionen kcjiuien 
wir auf die obigen Integrale anwenden. Wählen wir von den For- 
meln 146) — 148) die folgende 

1»1 — -|~ «*3 — W4 — Ü, 

80 ist bei Benntznng von 
zonftchst 

— 2^^_^~,^8iu'^ -sin'^^+siu-^^ etc.^ oder 

d. l 
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Verbinden wir hiermit 

^i + ^s— *«-^4 = 3W— 4a absolnt) 

so ist 

160) K^i-^») 

-2 -« + 4^^j^,8m^ sing -^^m^ --j^ ... j 

und dieser Formel ächliesseü sich uoch mehrere verwandte an. 

Wie scliou frülier erwähnt, köiiüiu durch Einführung d*'r Ad- 
ditionstheoreme die obigen Ausdrücke erweitert und in gcometris« lu ni 
Sinuc gedeutet werden. Demgemäss bestebeu die beiden Relatioaeu 

161) 

wenn wir die Function etwa in folgender Form 

zu Grunde legen. Die Vorzeichen sind den entsprechenden Lagen 
beider Curven gemäss zu bestimmen. 

Alle anf die Additionatheoreme bezl^liehen Formeln zwisdbfln den 
Amplituden der Integrale geben anf die Ellipse oder Hyperbel be- 
zogen eben aoviele symmetriache Fnnetionen zwischen den Wonsel- 
werten der Amplitudcngleiclinng. 

So erhült mau 

cos^i'^jOos^ »!— 8iii^^iSin^^a_4i^i^i^8 _ Ix-iT'^inj^a'rtnj^g* 

cosi^gcos J 8inVä^38inl^4 /li^^ dl^i 1— Z^sin} V8inf»4*' 

^nj^texM^^iJ j ^f l-sinj^tcos^^ i ^j^i _ 1— Z'Binj^i'sin ^^g* 
ssni»8Cosi^4i^i'e,-f8in|^4CoslMi^4 " l—^l^vi^z^W* 
162) 

Ji&^Ji^^Zhm i^asiui i^asiu^^^cosi^^ "~ 1— Z^siniV^inii^*** 

tgi«j^l*4+iÄi*«^4«Ä 1— tgi<^BtgJ*4J4^8^i*i • 
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Die Dimion der beideii letzten OleicfanngeD flUirt auf 

163) 

^i^i — -^4^4 sin — ^4)' 
welche Formeln eine geometrische Erkläroog zulassen. 
Fabren wir nändidi die folgenden Beziehnngen ein 

1 / Tjff, 

164) ^4^ = K^-ii^H»^*^°*^* 

nnd setzen 

4/2, 

Si -^(Ä^ Sin 1*« = si» V» 

woraus 

OOS w = — , — — — » 
iVa« — (Ä— «)« 

so geht 163) Uber in 

!ft+9t _ sini(^,— 
^ ys+f«""»in4(^,+^4)' 

welche Formel sieb auf den Fall besieht, dass die Gleichong 3 posi- 
tive nnd 1 negative Wnizel 



Beachtet man nun, daas durch Vertaaschung der Indices noch 2 
andere Relationen ezistiren, so ist die geometriacbe ErkUnmg 
3 Fälle 



Uezeichncn wir den Winkel zwischen dem 1. und 2. Krei 
mit 2E = i'^s — ^, und ebenso mit 2E'= »^+^4 den Winkel 
dem 3. und 4. Radius, so ist (Fig. 8.) 

yi+yt Bin JE 

beiaaen die entapredienden Sebnen za nnd *' 
femer 

sin£ S 
8inJB''"fi" 

demnaeb ancb 
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woraus folgt, dasa fiberbmpt die gegenftlmntelienden Seiten , sowie 
die Diagonalen eines Kroisvierecks in einem Kegelschnitt symmetrisch 
gegen die Achsen stehen. 

Das Additionstbeorem für elliptische Integrale 2. Art ist be- 
kanntlich 

EM+Eitp') s £(tf)4-2r*Bin98iB^'Bina. 
Fttr die Fonction 150) hat man zon&chst 

£ii»i) + m^\) - -E(<r)+Z«sini/r,8iu J^'^.sino, 

165) 

also durch Snbtnustion, and wenn ^^|/^cob« — C gesetzt wird, 

166) e s Z*Bin «(dnf», sin ^ — sin sin ^4) , 
und durch Vertauschung der Zeichen die beiden analogen 

C =» Z* siu a\— sin ^ir^ sin J^j + sin i^j sin i^4) 

167) 

C» Z>riii0^(— 8ini^,sini<^«+BinKtnni^s)» 

worin 

sin cos Jj^i + sin c os i&i/li»^ 
«^^——^ l-./«8inJ*,"8iniV 

Die Verbindung der letzten Formeln ergibt einige neue iQnnnietnsche 
OJeichongen fttr die 4 Wurzeln. 

In ähnlicher Weise erhält man solche vermittelst dur luLcgrale 
a. Art 

f 15. 

Die folgende geometrische Darsti^llun»? dpr <Hi|/iischen Integral- 
funetionen geht von der von Jarobi ^Lgcbcneu ( oiistraction des Ad- 
ditioustheorems der elliptischen Intesgrale 1. Art aas. 

Di( selbe als bekannt ToransseUend, haben wir nach dem Vorher- 
gehenden 

168) 
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Der grössere Kreis habe den Radius der kleinere r, die Cen- 
trale sei A, man wird dann haben (Fig. 9.) 

r — ^ i^i cosi^t +(9-^h) sin i»^ sin (»t, 

r (* + A) cos ii^^cos Ji>4 — — sin i^, sin i^i 

worauB, wenn #4 negativ 

C08i«-xC08}^f H- ~;|;:^sinl^i8ini/^| «- 008t^ga>8l^4-|-8in}l»«8inf'>/^^ 

Diese Formel liest sich in die folgende flberfthren 

169) «cosK''^,-i^,)+Aco8i(^^,-Ht) = *C08i(^,— i^4)4-Aco«4(*a+i/4), 
deren geometrische Richtigkeit ans der Figur leicht nachzuweisen ist 

Wir balbiren die Winkel und durch Gerade, welche besflg- 
lich fOr das Ccntruin O swei Centralen OO' und 00" bestimmen, 
wovon die erste A, , die zweite A, heissen mOge. Von dem Schnitt- 
punkt Ä derselben mit dem Kreise nm 0 ziehen wir zum innen 
Kreise um O' eine Tangente ij, ebenso eine zweite Tangente von 
A aus an den ftussem Kreia nm beide Krdse berohren bezttglich 
die gegenttberstehendeu Seiton des Kreisviorecks und man hat zu- 
nichst Ar den Innern Kreis 

170) also 

4rA, - ZH^K 

Femer ist vermöge einer Permutatiou von 170) 

171) also 

4«A, « ZV» 

mithin 

A, : A, — <i* : 

Endlich kann man auch für alle 3 Pcrinutatioiieii der Fuiulionon. 
welche sich aul die Durchschnitte der geKCuilberstchcudcn Seiten 11 ml 
Diagonalen des Kreisvierecks beziehen, aügomeiu die uacbstehcudi- 
Rdatiou aafstellen: 

80 daas man hat 
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173) A,:Ät:Äs-.|j»:l,«:^«. 

Der Centrale kann man beliebige Ricbtang geben. 

Die HalbtningslmieD der 3 Winkel Yiy^Yz ^^^^ ^ einander 
pandlel, bezfiglicb senkrecht, denrnnch ist das Yerh&ltniss 2. B. von 

7 ftlr alle Kichtnugen der Centralen ein constantes, da P coustant 
ist Demnach resnltirt in Besiehnng auf 171) folgender Satz: 

Ist in einem Kreisviereck der durch 2 gegenüberstehende Seiten 
gebildete Winkel durch eine Gerade 3f, ebenso der von den an- 
dern Seiten gebildete Supplomentwinkei durch die mit M parallele 
N halbirt; wird fonier dureh den Kreismittolimnkt eine beliebige 
Giirtidc A OB gezogen, die jene Geraden in Oj und schneidet, und 
sind letztere Punkte Ceutra zweier die Seiten des Vierecks ent.spre- 
chend berührender Kreise; bezeichnet man endlich die Centralen 
00' und 00^ mit Ji^ und und die Tangenten von A nach beiden 

Kreisen mit if und 1«: so ist das Yerhältniss = ein constantos 

für alle durch O gehenden Geraden. 

Ailgenieiu ist in Beziehung auf 173) das Vi i li iltniss der drei 
durch die die Winkel yj lialbirenden parallelen Geraden bo- 
siinunten Centralen /iiA^Aa und damit das Vcrhilltuiss tjifi:^, der 
Tangenten an die Kreise für alle Falle constaut. 

Wir schreiben die Gleichung iu folgender Form: 

* sin i — ^« + ^3 — if* ) sin i { v^j — — it^ -{-in) 

+hmi(&i+&t+»^+ (f^) sin -f — - i^4) = 0 

174) d. i. 

« sin i/i sin iy« 4* ^ iXs ^8 = 0* 

Man kann aber folgende ReUtion leicht ableiten 

...... M 

sin lyi sin ^y^ sin iy» ** ^ ^ <^os a, 

SO dass in Folge von 

Wkif^tin^ffSlskif^ =-C08asinj]^ 

die Beziefanng 

Hb) siniK««-^ 

ganz allgemein besteht. Es ist darin p^heoBa, 

Arcb. d. Math. u. Pbjr«. 3. Keihe, T«il I. 9ft 
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Weil die gegenfibentehendoii Seiten des KreiBviereeks gegen die 
Achsen gldcfae Neigung liaben, so mflssen ilire winkelbatbirenden Ge- 
raden aberbanpt sn dreien anf der X-Achse senlcrecfat stehen, wfth- 
read die flbrigen derselben imnüiel sind. Demnach ist Acos« — p 
die Projection von A anf die X-Achse d. L anf die entsprechende 
winkelhalbirende Gerade. Damit ivird die fernere Betrachtnng Ton 
der Ellipse unabhängig, was anch anf anderm Wege leicht nachzu- 
weisen ist, und wir gelaiigeu zn folgenden neuen Resultaten. 

Wir betrachten ciu Kreisvioreck, dessen Seiten und Diagonalen, 
wie oben angegeben, die Winkel Yi Yt Yi einschliesscn (Fig. 10.). Die 
Geraden", wolcho diese Winkel (Nebenwinkel) balbiron, sind zu ein- 
ander parallel, bezüglich senkrecht. Dem entsprechend ziehen wir 
durch den Mittelpunkt zwei auf einander senkrecht stehende Gerade, 
woTon die eine dreien jenor Geraden, die andere den flbrigen 9 
parallel ist. 

Nach Feststellung bestimmter Bezeichuangeu der Winkel hat 
mau nun 

Pl cos ly^ c o s^/j pj^ biü ^ s in ^y^ 



176) 



^ cos j/i cos jy^ jn _ sin jyi sin iy« 

• cosixt ' # sini/t 

Hl cos iYi cos jy^ |9g ^ sinjy, siiai^ 

« *" coB^yt ' » " 8in4y, 



Dio Multiplication dieser Ausdrücke ergibt 
Die Division liefert 

178) - cot iy, cot iy»cot iy^. 

Ferner folgt durch Multiplication zweier eiiUprechoudon Ausdrücke 

17») 

'''^^üniY,', 
Die Addition der unter einander stehenden Formeln ergibt 

180) 
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Wir haben also folgenden Satz: 

Halbirt man In einem Ereiftviereck die Winkel zwischen den 
gegenttberstehenden Seiten nnd d^ Diagonalen dmreh Gerade; sieht 
man ferner dnrch das Centnim 2 Oerade, welche beziehungsweise m 
dreien der erstem parallel sind, und bezeichnet die Entfernungen der 
Schcitclpunktsprojectionen der 3 Winkel auf diese Geraden von C 
durch ;>if>*, P)\V*i VbV^i so ist die Summe der Producte entsprechen- 
der Projectionen, d. i. 2hlh+PiP^ = ViPh+PiPü ^ PfiPb-\-l»^Pa 
constaiit gleich dem (Quadrate des Halbmessers. 

Man kann ans 179) Doppelverhftltnisse wie z. B. 

Pi(P& — Pl) PiiP9—P*> 

bilden, die in spedellen Füllen in harmonische flbergohen. 

Ans Pt^+PM* » ßt* ^^^^ VLüier Beunteung von 176) 
1 ^ 8^" jyg'sin iy/ cost/t^cos jya* 

^^^^ «« ~ sinjy? cosiy,« * 

ferner ist 

Hfl ainj/i^sin ^ ya^ , cos^y,- cos jy,/^ 
8* sin Jyj* ' cos ^yj^ * 

sinjyi^ßin Jy,» , cos^yt* cos |y,* 
4* Bin^ys^ cos|ys' 

Die letztern Formeln lassen sich aus allgcmcincrm Gesichtspunkt 
wie folgt ableiten. 

Anf Seite 169 nnserer Abhandlung: Trigonometrische AnflOsnng 
biqnadratischer Gleichnngen (6. Archiv 70n) haben wir folgende 
Gleichung aofgestellt: 

^ (a*8ing>*-J-Ä*C089*)— 1 jcosy 

2/Z^(o^-4-6')(o'^8iny^— &^C08(p»)+2aW~(a*— Z>>* 



-0, 



wofür wir schreiben 

cos y*— ^cos y'-}* 3 cosy — C =s 0. 
Hieraus lassen sich nachstehcodo Relationen herstellen 

A-\-C u^s'iuq>^ — Ä*co8qp* 

J» ' ' «•* sin g?- -|-^' cos g)^ 

^COtDP«- Y+B\fÄ+'c' 

15* 



und 
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vermittoht dieier letzten Formel kann man ans der ersten 9 eliint- 
niren, man findet 

? = 

(l+cosyi)(l+cosyg)(l+co8 )>3) (1— co8yj)(l-co8y,)(l— cosys) SÄ^ 
fl* Ä« " 

oder 

iftax ^1 cos^y|'C08^y,'C08^ya^ , sinjyt'sin l ya^siniya^ 

w-«; " I • 

Dieee Formel gilt allgemein filr Ellipse nnd Hjperbd, also andi 
fftr die Asymptoten der letztem, wenn wir beachten, dass 

■= -}- 6^, also 

^ A . L 

V "^«V ~C08iys* 

u. 8. w. ist, mau tindet dann 

183) ^ . cosjyg'cogjy b» , rinjj^sin Jy/ 

** ooB^yi^ ' Bin)y,* 

wie oben angegeben. 

Beide Formeu 181) uud 183) lassen eine Vcrgleichnng zn. 

Nach dieser Abschweifung kehren wir wieder za nnscrm Kreise 
zurQck. Wir wollen in den Punkten, wo die Halbirungslinieu dor 
Winkel y, und den Kreis zunächst treffen, TangeuLeu bis zum 
Durchsclmitt mit den genannten senkrecht aufeinander stxjheudeu 
Geraden (Projcctionsacbsen) ziehen und die Entfernungen der Schnitt- 
punkte vom Centrum mit I\ bezüglich 7'^ bezeichnen, dann ist 

IH^t — 1^, also nach 179) sin^yg' ^ hmet ist p^P^ « j', oder 
anch cosiy^^ . mithin folgt ans 

184) + 

der Satz, dass der dem Centmm gcgenflberliegende Eekpankt des 
ans j»i nnd gebildeten Bechteeks in der Geraden liegt, welche Jene 
Schnittpunkte der Tangenten nnd der Achsen mit einander yerbindei 

Die YerhäUnisse lassen sich geometrisch noch weiter ausdehnen, 
wenn man die Entfernungen der Dorchschnittspnnkte der gegonflber- 
stehenden Seiten sowie der Diagonalen einführt Dieselben säen 
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Dana ist 

185) y2=» (Pi-P6)^+(P2-po)- 
Yermittclst 180) gehen dieselben über in 

186) l«-Ä,«+J?5«-2*« 
Nimmt man Bezog auf die Formel 

y ? ^' 

ao nsultiit ans den letzten Qleiehimgen 

187) — — 1. 

Fttr die liarmoniachen and poiarischen Beziehnngen des KreiseB 
lassen sich aus dem Vontehenden noch manchedei inteiesBante Er- 
gebnisse erzielen. 

Verbindet man nämlich die Mitie von m mit dem Centram dorch 
die HitteUinie «a» «> ist 

also auch ^ 

.2 «21^2— 2*8+*, oder 

188) «?»=r4(<s«--2).4r^a, 

wo Ts ^ Tangente von der Mitte von s znm Kreis bezeichnet, 
demnach ist « 22« oder =- 1. Verbandet man endlich den Be- 
rührungspunkt mit den IHirchsehrnttspunkten U nnd V der gegen- 
ftbentehenden Seiten darth «g, 9^, so ist «,»+ V = 2r,«+ g — 

demnach bilden «,»53 ein rechtwinkliges Dreieck, was auch schon 
ohne Rechnung klar ist. 

Für «*=- J^'+JZj*— 2f« folgt an^og a? — 22; ebenso y - 2r„ 
wo 7] and Tangenten Yon den Bütten der « und y an den Kreis 
bedenten, and ebenso folgt, wie vorher if*- 

Die Winkel zwischen R^Ry. J^i^h seien bezüglich ö,, J,, 

d,, es lässt sich leicht nachweisen, dass dann 
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Jt^Ri cos dg =» cos d, = ÄjÄ, cos (5, = «» 

ist Deomach ist auch 

189) a?«— = Ä,^ — etc. 

80 dass alflo die JZ,, JZf, iZ^ auf « senkrocfat Btehen. 

Wird die Projection von 72, auf -ß, mit , die von mi 
mit I>ez6ichnet, so folgt aus 

190) R^q^=s\ Rtqt-=^s\ 

dass die Tangenten von U und V an den Kreis durch die Schnitt- 
punkte von m nnd y mit dem Kreise gehen. Im Dreieck xy» liegen 
also den Seiten ays die Winkel d, 180<^— d^ gogenttber. 



§ 16. 

Die mit Hflife der Gleiehuug 143) abgeleiteten IntegralAmctionen 

regen den Gedanken an, zu untersnchen, ob die Gleichnng selbst 
auf ähnliche Integral functionen führt, wenn die Formeln des § 1. be- 
nutzt werden. Dabei haben wir aber zu beachten, dass die Coefü- 
oionten dieser Gleicliung nicht wie bisher ganze, souderu gebrochene 
Funetioueu sind, die lutcgralcoustautc dcmaacii kein vollstoudigcs 
Integral mehr ist 

In Folge der bekannten Metboden erbält man 



xC — 



191) 



— -. . . a 

Um auf die Noriiialioim elliptischer lutogralo zu kouiiucu, setzen wir 

^ _ 

J sinl^^j/l-(5±gyeos(^' 
und ferner 

d& 



nnd man bat 



cos^^ 

woraus durch Additiou 
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198) 



V-.»-l/l-(S±g)'cos..- 



Wir itUiron ein 



193) Z - 



ferner 

und dfts Integral geht über in 

und besieht sich aof eine EDipee mit den HalbachseD A und B, 

In derselben liaben ^ und ^ folgende Bedentang: 

Sclilicsst die Tangente eines ElUpseupunktes mit einem Breun- 
Strahl den bekannten Winkel ^ ein, so ist \p der Winkel zwischen 
der Konnale und der JT-Achse, wie man leicht hnden wird. 

Demnach beseicfanet das lotste Integral nach huherm einen von 
dem Scheitelponkt der grossen Achse gerechneten Eilipsenbogea 8^ 
tmd die Summe £8 dar hiernach bestimmten Bogen Ist eine constante 
Grösse nnd swar ein Ellipsenbogen. 

Wir hctrachtrn noch die Intogralfunction 157), um dieselbe für 
die Hyperbel einzurichten. 



Führen wir demgemäss in 

( 



die Bezichaogen 



= C 



^^^^ 1* 47?^ 



ein, 80 hat man die Bedingongen 



also erhftlt man R aas 



und ebenso erliäil man auä 
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den tx^nntea Ansdraek 




Die "V. i!)kel ^' & sind lieniuach ideotiscb und leicht für die 
Uypcrbelbugcu zu definiren. 

Iii Uv/w'j auf Ellipscnbögen können die Formeln ebenso kwhi 
combinirt und die entsprechenden Auipiitudcn geometrisch bestimmt 
werden. 

Wir wollen hier noch anf dne Formel ufmerksam machen, 
welche eine Belation danlieUt zwischen den Wurzeln der Gleichniig 

-- 4Jl ^ OOS «. ^ Uli ^ COS a- + ^ sin -f j 

and der grossen Halbaxe a. 
6chr^ man diee^be 



uud berechnet die Invuriantcn -1' — 4AB'{~SC und A'^B — C-, so er- 
hält man durch Vergleichung beider den Ausdruck 



Die Theorie der biquadratischen Gleichungen zeigt, dass der- 
selbe dureil 

dofinirt worden i^auu. Man hat also 
196) I- 

und ebenso 



as*— AB«-f 5««— 65c+Z> — 0 



194) 
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h 

196) 2- 

1/ ( y\!/i—y ^i)(!/i>h—!f^!/4)(yiyi—yi^^^^ . 

y (yi+yi-i-ih+s/d^yi+yr^i/i—i/i^^yi —^ü+ys— 3/4)^^1 —ys—ya+y*) 

Betrachtet man die Grössen x^x^x^x^^ und ferner y^y^y^y^ als 
Seiten eines Kreisvierecks, so ist, gemÄss der Gerhard'schen Formel, 
der Durchmesser des nmboschriebenen Kreises im ersten Fall gleich 
der growen Halbachse a, iin zweiten Fall gleich der kleinen Halb- 
achse 

FOr die Hyperbel gellen analoge Formeln. 



§. 17. 

Anw«Bditii|r ^ FweHraeB «Bf die elaattsehe Curre. 

Einen bemerkenswerten Fall für die Anwenduuji der elliptischen 
Integral Functionen bietet die Gleichung der chistischeu Curve. Ein 
prismaliacher Körper, ein gleichförmiger gerader elastischer \)v\\h\ 
werde an einem Ende festgehalten und am audcrii Ende vou ciuer 
in der Längenaxc wirkenden Kraft angegriffen. Kach der Klastitäts- 
lehre besteht dann der Ansdmck 

197) Qy = 

worin e der Krümmungshalbmesser im Pnnkte xy der Cnrve bedeutet. 
Die Constante A) hflngt von dem Biegungswiderstand und der Span- 
nung der elastischen Feder ab. 

Vermittelst der Fonuel für den Krümmtmgsradius hat man 

•"(SI 

' " O+iä)')'"' 

Die Integration ftthrt auf die Gleichung 

Aus derselben erhält man femer den Bogen 

ih, 

und endlich 
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i99)b .^r , 

Führen wir in 198) 
eto, ao restiltirt 

2Ü0) |r> - C*+2A*cm^. S. d. Fig. IL, 12., 13. 

Diese lutcgrale können wir ohne Weiteres mit dcu Iiitcgral- 
fuuclioneu 13'J) in Beziciiuug briugou, wcuu fülgeudo Bcdiuguagen 
vorausgesetzt werdcu 

2A*+C* « ^](a«-(Ä-,)») 

201) 

2ii»-.C« -p((Ä+.)«-a«). 

Demnach folgt aus den Formeln 

b* 

202) 



dass die Ellipscnordinat^n mit den bezüglichen der elastischen Linie 
ideutiflch sind, und dass ferner der von ans eingeführte Winkel ^ 
kein anderer als der entaprecbonde Tangentenwinkol der genannten 
Curvc ist Betrachtet man demnach die beim Durchschnitt eines 
Krdses nnd einer Ellipse entstehenden Ordinalen als solcbe der 
elastiscben Cmrve, so ist für alle Lage der beiden ei-sten Curvcn bei 
constantem R und « die Samme der entsprecbendea Cnrvenbogen in 
der letztem, d. i* 

203) = 

sofern die obigen Bedingungen 202) erfüllt sind. 

Im Anschluss hieran lüsst sich ferner gem&ss der Formel 199)b 
eine zweite Summe für die Abscisseu 

a^l+a72 + a?3 + «4 

bilden, die leicht zn bestimmen ist 
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Wie man sieht ist 

eine positive Grösse, dagegeu kauu 

positiv, null und iiec^ativ werden, imd wir benierkeu dabei, dass die 
ixuumigfaclien and interessanten Formen der elastischen Cui've au die 

Sedingungcn 'lA- ^ geknflpft sind, welche in ansorni 1^'all von 

^ > 
SIlipse nnd Kreis durch die gleichwertigen iZ+« — a ansgedrackt 

werden können. 

Die erste Ungleichheit J?+* ^ a führt auf symmetrisi h un gen 
die Kraftlinie lio^ende Curvcn, während für 7? sol« lie auf- 
treten, in wclrlion sowohl Maximal- als auch Min inuil werte ilcr ( »nli- 
uaten vorkomnn^n und ^ unbojrrcnzt wachsen kann. Die üedinguug 
<= o führt auf ein logarithmiscbes Integral. 

In analoger Weise lassen sich die Integralfanctionen der Hyperbel 
auf die besprochenen Verhältnisse anwenden. 

In Betreff der Curve sehe mau nach: Handbuch der thcor. Pliysik 
von Thomson und Tait, deutsche Uebersetznng iV. S. welchem 
auch die 3 Figoren entnommen sind. 

$ 18. 

Anwendnng aal die Peadeibewegang. 

Wie wir vorhin die statische Bedeutung der Function an der 

elastischen Curve dargestellt haben, wollen wir jetzt die erstem auf 
ein d}Tiami8cliüs Problem, die Bewegung eines schweren Punktes im 
verticalen Kreis betreücud, auweuden. 

Wie bekannt, ftbrt die analytische Darchfahmng dieser Aufgabe 
auf ein Zeitintegral von folgender Art: 



1U3) 



/ l/i _%«.8in|0-* 



worin C eine Constante. 
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Die Bewegung geht in einem vorticalen Kreise vom Radios « 
vor sich. Dieselbe beginnt im Elongationswinkol o mit der Anfangs- 
geschwindigkeit t'o, und t bezeichnet die Zeit, innerhalb welcher der 
Punkt aus der Lage a in ^ gelangt, und es ist 



-f- 4i7« sin Jo* — 4^« sin \^ 



In diesem elliptischen Integral hat man die 3 Fälle 

204) t»o*-|-4i/« sin Ja* = 4y« 

zu unterscheiden. 

Wir werden nun zeigen, dass unsere Integral functionon der Ellipse 
und Hyperbel auf die eleganteste Art sich auf dieses Zeitintegral 
auwenden lassen, und dass in geometrischem Sinne die daraus er- 
folgenden Relationen manches Bemerkenswerte zu Tage fördern. 

Die Intogralfuucüou der Elipse ist 



/ y ^ a* — (R- 



205) £ l = 0. 

(ß-.)^«^"i*' 

Indem wir beide Integralformen 203) und 205) ideutiticircn, geht letz- 
tere Function über in die folgende 

206) £t = 0. 
Die Bedingungsgleichnng ist dafür 

Hieraus folgt zunächst, dass Z unabhängig von b ist und dass ferner 

R 

208) — 27?8 cos« = a* V (Fig. 8.) 

Die linke Seit« dieser Gleichung hat eine einfache geometrische 
Bedeutung. Bezeichnen wir sie mit so ist q die Entfernung des 
zur Amplitude a gehörigen Kreispunktes vom Ellipsenmiltelpunkt. 
Es ist also 

209) = «2 ^ 

9 
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Dreht man die Figur in verticaler Ebene so, dass die Strecke 
Ii in der Richtung der Schwere liegt, ünd lässt im Kreise * den 
Punkt volle Umlaufe macheu, so ist Z<Cl oder /2 + «<la d. i. 



g <^a und für die Geschwindigkeitshöhe h =- geht 209) ühor in 

210) Q^ = a^^2m 
und 206) in 

211) ii — h^U — h- 

Der Punkt durchläuft also die Kreisbogen P^P^ und P^P^ in glei- 
chen Zeiten. 

Man hat also folgenden allgemeinen Satz: 

Wenn die Geschwindigkeit eines auf einem verticalen Kreise sich 
bewegenden schweren Punktes an einer Stelle = v^, ist, und man rer- 
bindet diesen Punkt mit einem unter dem Centrum auf dem verticaloii 
Durchmesser liegenden Punkte 0, dessen Entfernung vom Centrum 
mit H bezeichnet sei, durch die Strecke p, so schneiden diejenigen 
Ellipsen, deren Mittelpunkte in 0 fallen, und deren grosse Ilalbachsen 
von gleicher aus der Formel 

bestimmbarer Länge sind, auf dem Kreise Bogen ab, von welchen 
2 entsprechende von dem Punkte in gleichen Zeiten durchlaufen wer- 
den. Wie also auch diese Ellipsen in ihrer Ebene um ihren Mittel- 
punkt gedreht Werden mögen, in allen Lagen und bei veränderlichen 
kleinen Halbachsen innerhalb bestimmtxjr Grenzen sind die Zeiten, 
welche zum Durchlaufen dieser gegenüberstehenden Bogen erforder- 
lich sind, stets einander gleich. 

Da ferner die Geschwindigkeit des Punktes durch ^ ""^^ • 
und ~ durch ||/^yi — Z^sini^* sowie z/am i{> - Vl-Z^sinji^^ 

durch — r===i=r ausgedrückt werden kann, so sind die Gc- 
schwindigkeiten des Punktes an den Schnittpunkten beider Cun*en 

in Folge der Formel «''=^}/^ | entsprechenden Ellipsen- 

ordinaten proportional. 

Vermittelst der bekannten obigen Relationen 

y* . = 1 — Z»8in i^>*, Zslü « sin tp 

woraus 



398 
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y^^V cosgj, 

geht die Integral functiou über iu 

212) 2; / — ^ ^ g /2-f5>a 

55 — 

und bemerken dabei boilänfig, dass für s — Rs^b dieselbe auf achon 
früher bebandelte zarückgefahrt wird, indem bcostp ist 

Für das letzte Integral j^ilt die Bedingung, dass die Gesclnvin- 
digkeitshülie des Punktes in der tiefsten Lage kleiner als 2s ist Die 
llcweguiig ist also die des gemeinen Pendels und man kann dieselbe 
in dem Punkte begiuuen lassen, wo = 0. also o = a ist. Der be- 
treffende Punkt Nvird also durch einen der Schnittpunkte des Kreises 
nüt dem die Ellipse umschliessuudeu Kreis bestimmt. 

Immerhin aber ist die Zeitdauer der Bewegung in den entspre- 
chenden dnrch die Ellipsen begrenzten Kreisbogen dieselbe. 

Im Falle Ji-\-8 = a oder r^'-f-4/7«sin Jn* — %ä ist. wird die 
Geschwiudigkeitshöhe 2», das Zeitintegral wird iogarithmiach 

213) <-j/^logtg^45"-*) 

und der Pnnkt nähert sich der höchsten Stelle asymptotisch« ohne 
sie je zu erreichen. Aoch in diesem Falle gilt noch immer das oben 
angegebene Gesetz der Bogen gleicher Zeitdauer. 

Wie im statischen Problem der elastiscbcn Curve, so treten also 
ebenfalls in dem verwandten der PendolbewQgung die unterscheiden- 

> 

den Merkmale iu Verbiudang mit den Bedingungen H+s = a auf. 

< 

Führt mau iu 210) q ^ e — K ein, so sind die Wurzeln der für B 
quadratischen Gleichung 



§ 19. 

Die bisher entwickelten Resultate lassen sich erweitern, wenn 
einige Transformationen cingcfülirt werden. Man \\irtl <i,niu liitdi n, 
dass am li die übrigen Pillipscnbogen, was aus der vorigen Jjar8t<"lluug 
lücbt zu ersehen war, einer Deutung fähig sind. 
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Wir gehen zan&cbfit von der Hyperbel aas, kttrzen aber die Be- 
tracbtangea ab. 

Den Winkel 9- ersetzen wir im Folgenden durch seinen Neben- 
winkel 

Die erste Integralfunction der Hyperbel ist 



2U) £ I w " = 0 

, sin i^» 



Ä— »>o oder * — Ä>fl. 

Die ormol, welche diese FQnction mit der Fcndelbewegung ver- 
knüpft, ist 

215) ^« - a» « fr« — 

mid mit dieser Bedingnngsgrleichmig steht die folgende 

in Verbindang, welche ausdruckt, dass die Hyperbel vom Kreise 2 
Bogen gleicher Zeitdauer abschneidet. Ebenso sind, wie bei der 
Ellipse, die Geschwindigkeiten iu den Schuittpuukteu beider Curven 
den Ordiuaieu derselben proportional. 

Iii fthnlicher Art folgt ans der zweiten Integralfiniction der 
Hyperbel 



216) 
die Formel 

217) tf»-f « -f»> = 2JJ», 

9 

and damit die Kelatiou 

wo 2i die volle Umhmfazeit bezeichnet 

Da man letztere Formol auch so schreiben kann 

1,4.14 Ä2i-((8 + g, 

so folgt nach richtiger Deutung dieses Ausdrucks, dass für diese durch 
217) bestimmte Bewegung die beiden Kreisbogen, welche durch go- 
trennte Hyperbeläste begrenzt werden, in denselben Zeiten von dem 
Punkte surttekgelegt weiden. 
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Die Gösch windigkeiteii iu den Schnittpunkten beider Carven sind 
jetzt den bezüglichen Abscissen proportional. In welche Lagen also 
auch die Hyperbeln bei festem Mittelpunkt getumcht werden, immer 
begrenzen sie Lagen gleicher Zeitdaoer. 

Man bemerke, dass der Modulus der ersten l 'uuctiou kein ä, der 
der zweiten kein a euthült, dass ferne r die vor^i iragcncn Sätze noch 
fflr die Annahme a = A == ü, also für die Asyniptoteu Gültigkeit 

haben, and daw der Uodalos im letztem Falle in — - v, . rv 

überi^elit. Die beiden lutcgralfuuctioueu fallen demnach iu eine zn- 
sammcii, und es hangt die resultirende 



« c 



mit der Relation 

Q- = V* woraus i? =^ ^ j/j^ 

zosanmien. 

Demnach kommen wir auf die schon früher betrachteten lute- 

gralt'uiictionen des Kreises zurück, welche also nur speciellc Fälle 
sind, weil die dort durch die harmonischen l'unktu des Kreises ge- 
zogenen Geraden durch KegelbeliniUbliuien ersetzt werden können. 
Eine weitere Betrachtung für diese Asymptotcu ist also uuuuUg. 

Wie wir sehen, schlössen die oben angestellten BetrachtmigiQn 
fftr die Hyperbel ihre Asymptoten mit ein; es liegt demnach die 
Frage nahe, ob für die Ellipse Ähnliches sn finden set 

Wir werden im Folgenden sehen, dass zweien sieh schneidenden 
Geraden der üyperbel 2 psrailele Geraden der Ellipse zur Seit« 
stehen. 

Wir betrachten die folgende iutegrailauctiou der Ellipse 
£ I — ^ ^ = 0, 



wofür 

ni^A> — — v* — SüA und 
^ 9 

Diese Gleichungen gelten für alle Ellipsen mit constantor kleiner 
Achse b nnd unveränderlicher grosser o, da letztere in den Formeln 
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Hiebt Torkommt Mithin gelten sie auch nocli für eine EUipse, deren 
grosse Achse nnendlich ist Die Gnrve wird demnach zu 2 parallelen 
Geraden degeneriron. 

Die in § 18. Ix-sproclieiieii KlIipscnverhältnissL' finden jetzt ihre 
Krwciterung, iudem tur die vorliegende Fttuction auch die übrigen 
üUlipsenbogen vermittelst der Formel 

ihre dynamische Bcdentnog erhalten. Im Uebrigen bleiben die £r- 
Ortemngen wie firtttier. 

Die analoge Function der EÜipse 



fuhrt auf entsprechende Verhältnisse. 

Hier tnterossirt nns besonders das Folgende: 

Der Modulns der Function 216) entb&lt 6, lüsst man diese GrOssc 
in Null übergehen, so gehen, « =» a vorausgesetzt, die Fnnctionen 
und die betreffenden Zeiten in den Fall der Integnüfuncüon des 

iJis 

Kreises über, da ja = '^' j^^^y ^'^rd. Vou den speciellcn Fällen 

ist also der für die unendlich lauge Ellipse der allgemeinere. Dabei 
haben wir 2 FftUe zit anterscheiden. Da der MittelpnnlKt dieser lang 
gestreckten ElHpsen in einen beliebigen Pnolct der grossen Achse 
gelegt werden luLun, so wird «— ü entweder grosser oder kleiner als 
b sein. Im ersten Fall nmschliesst der Kreis vom Radins « den von 
und es ist die Formel 

hierfür die entsprecbunde (Fig. 14.). Deniuacli werden die durch die 
parallelen Geraden getrennten äussern Krcisbügcu in denselben Zeiten 
beschrieben. Ftlr b •= () fallen die Geraden und «iamit unsere IJc- 
trachtungcu mit den über die IntegraKuuctiuuen des Kreises ange- 
stellten zusammen. (Innerer harniouischer Punkt.) 

Im xwelten Fall JS— « 6 liegen die genannten Kreise ansein- 
ander, und die letzte Formel geht ttbor in 

Wird auch hier 6-»0, soistfi^fi, und <s and es ist 

f. 
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Der Ellipsenmittelpunkt wird dann zum ftussera tuumonischeo 
Paukt für die IntegralÄmction des Kreisee. 

Die Formel für die betrachteten beiden Fälle ist 

p»— 4«= 2ÄÄ — p« 

in welrlier p als Potenz anfgefasst werden kann ; sie lässt noch eine 
einfache geometrische Construction zn. Für (» = Ä-f-« erhftlt man 
ans iH+a)*-'b^ «o2AiZ die beiden Strecken 

Fflr bestimmte GeechwindigkeitsbObeD k In einem Kfqm to& 
bekanntem Radios 9 uad fOr eonstante Halbaebscn b einer Ellipse 
von beliebiger grosser Acbse a besteben demnacb zwei AnsdrOeke Iftr 
die Centrale R beider Gnrren, weteben 2 Zeitralationen entsprecben. 
Schreiben wir dafür die Integralfnnctionen 

J yi-Z»sin|^'« ' J Vl-Z^sinj*'« 



50 iMmerkt man sofort, dass die obige Ableitung mit der bekannten 
Jaoobi'schen Constmction des Additionstheorems der eUiptisehen Inte- 
grale in Verbindung steht Dabei ist es wichtig zn bemerken, dass 
statt der beiden dnrch den Abstand 2& bestimmten Parallelen die 
Ellipse eingeführt werden kann. Dreht man also diese Ellipse in 
ihrer Ebene so, dass ein ^, etwa ^j, verschwindet, so erhalt man f&r 
den Innern Kreis 

p r 'n^. , r _ 

J Vi— Z«sinW "t/ yi-Z»sini*,'«"^t/ yi-.2:»sinlV"' 

fOr den äusseren 

"V Vi— Zi'sinl^V 

Das Absoiutghcd der Gleichung 154) wird deinuach 0, odur cä 

(Ä+*)«(8in««+^cos«*) « 
welche Formel for (»«*gc in die bekannte Relation 



ist 
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(i?4-*)CO8(900— c) ssÄ 

flbergebt und die gODannte Gleichang wird 2a 

-f ^1 + cot« — 0 woraas 

and noch andere Formeln sich ergeben. 

Wir geben jetzt aber za dorn Additionstbeorem der elliptischen 
Integrale 3. Art 

In § 13. babeu wir eiue Function dieser Art aufgestellt, welche 
uüch für den jetzigen Fall einer kleinen Transformation bedarf. Man 
findet uach Ausfübruug der Hechuuugeu 



2iÖ) /Vi —Z*s\ui^'*djii^^-\-fV\—Z*slüi^-äi^i 



sin« 

• 



2a v/R . 

Sil 

c r * 



Diese allgemeine Formel vereinfacht sich, wenn ^1=0 gesetzt wird. 
Wie vorhin, kann man anstatt der Ellipse wieder jene Parallelen 
sabstitniren, und die nun bestehende Function 



bezieht sich auf das Additionstheorem der 2. Art 

Dies Resultat lasbt sich vcrnüttulst der Amplitudenglcichang und 
des Additionstheorems für diu iutogralo 2. Art bewahrheiten. 

Das letztere ist in mserer Bexcichnang 

Ki^^ — -Z^8iu4^,8ini^58inl^4. 

Ans der geaaanten Oieichong liest sfcb leiclit daa Prodnct 

h 

Bin^sini^9sin|(^4 — • -eosa bereehnen» and es ist 
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Demnach ist 

Zu der genaouteo geometrischen Gonstraction kssou sich die Winkel 
« = 9(y> - \ and »5 leicht festateUen. 

$ 20. 

Eine AnweiidunL' der vurliiu eutwickeiteu Formelu auf den Kruis 
orhält man dailurch, dass der Modulns der elliptischcu Integrale gleich 
1 gesetzt wird, wodurch aus den cUiptischeu Beziohuugeu cykiome- 
trische werden. 

Lassen wir aiso in der Integralfnnction 1. Art 
J yi-^;?»8inlV Vi— JZ^'sinJ»,* J Vi— Z»8iii|V 

welche verm^^e des tou der Halbachse a onabhftngigen Modnlns 

AR» 



sowohl für jede Klüpse mit beliebiger Achse a als auch für *2 Pa- 
rallele im Grenzfall a -= oc gültig ist, Z in 1 übergehen, so wird 
h - R — s oder h ~ g — R. Im ersten Fall berühren sich die beiden 
Kreise, deren Badien bezüglich « uud ö sind, von aussen, im zweiten 
von innen. 

Betrachten wir den zweiten Fall zunächst, so geht die obige For- 
mel über in 

tß (4^'+ 4) tg (450+ ''^*) tg (450- ^») tg (40'^+ J) = 1, 

welche einlacher wird, wenn für ^ sein Supplement eingeführt wird. 
Die Integralfnnction der 2. Art gibt für ^ — 1 

sini*,+Binl*,— 8inl«»+8in|d4 -2|/^'^sin«, 
woran man folgende Betrachtang knflpfen kann. (Flg. 14.) 
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Man miiltiplicire die Formol mit 2« und bcaclile, dass 2«8in4^ 
die Schno bezeichnet, welche einen Schnittpunkt des Kreises und der 
Geraden mit dem Kroispnnkt verbindet, welcher anf der verlän- 
gerten Centrale OB liegt 

Also ist für die innere BerOhrung 
Air die ftuBBere 



Zweiter Teil. 
§. 21. 

Anulytisebe Darstellung elliptischer Integraifunctlonen 

1. and 2. Art. 

In den bisher entwickelten Intotiralfunctioncii waren die Ampli- 
tuden der elliptischen integrale durch die Wurzeln einer biqnadrati- 
schon Gleichiiiij^ detiuirt, und dio Moduli ergeben sich aus den P.ira- 
inetcrn derselbon. Ihre Kestiuiiiiuug aber war ixf'wisseu IJescbrun- 
kuugcu unterwürlcn , iiUolgc dessen dio Thonrii' einer Ergänzung 
bedarf. Demimeli wäre die Frage za beautwortcu, ob es möglich sei, 
aus den Constanten der Gleichong 

den Modnlns Z der Integralfunction 



2) r ^"^ ^ L r -L r _ ^^^^^ 

J Vi— Z^siny,* J Vi — Z^siny,« ./ VI— 



sin 



Vl--Zr»Bing)4« 



deren Ampfitnden Wurzeln der obigen Oleichnng sind« zu bestimmen, 
und es wftre femer nacbzusehen, ob noch andere solcher Functionen 
existirten. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Gleichung 1), welche wir 
im Anschluss an 143) so schreiben 

and ihre Integralfunction 1. Art 
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Die obigen Constanten der Gleichaog haben non folgende Bedootang 
2<;MÄ+#)sin 2a 



A 



(i2+«)S(a>8in b*+^ OOS a>) — a«A» 



^ (g^ 8iü 6» c os f ») + 2»»(a» C08 «»4-^« siü«»)— 

^ ^ (Ä + ^ (a* sin a« + cos «>) — a^i» 

8) 

_ 2c*« (rt — «) sin 2a 

Ca 



(i24-«)>(aSuncr*+fr>OOB4i*)— 

(Ä — *)«(a*jino« + cos c») — a *a* 
(Ä-f *)^(aa8ino2 + 62co8a2)~-a«6« 

Die Aufgabe bestttnde n»a divi«, dt* GröBson a, 6, J2, «, sina 
veroiittelst ABCD anazadracken nnd daraus den Hodidaa 

herzustollon. 

Der You^eicb foa ^ und C ergibt sofort die Belaftto 

unU eingesetzt in 4} ergibt sich 
5) = 



woraus 



a 



^U-C)a-4C2 

Die eigcntliclio Uutürsuchuug beroiit alnu lediglich auf der Ermitte« 
iung des YerhältniBflee % das allerdings noch einiger Zwischenroch- 
uAog i^ed^rf. 

Ans der Formel Air D erhält man 

«J«sin«2+6acos«» = Ä«. ^ -^a^^^Tc^ * ^» 
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Hieraas folgt 
oder anch 

a2 + — «2 ^.08 2« = 2 ^ P, 

t 

Ans der Formel Ä} folgt ferner 

4 siu 2a siu 2« 



Q <> 



WO 



Die ElimiDatioQ von sin 2a in den letzten Formclu ergibt 

Beachten wir bud, dass die Formel fftr B) abergeht iu 
B ^ _t 



80 folgt bei EinfÜhrmig Ton 

die (^uadratlBche Oleichmig 

deren Worseln 
«Ind. 
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Dar Ausdiuck M—AP kaan aber durch 
ersetzt wcrdcu, uud das vorläulige ScUiussresultat ist denmach 

Da hiernacli ^ bekannt ist , so ergibt die Sabstitntion deaselben in 
5) den Modaloa 

' " U8l>-C«)±{(A-|'Ol/Cil— C^« -(.(1— 

4-(l-/H-/^)(^+6')+2(7>-l )U - Ol 

(i?-l)(2UZ>+C7~i*(^+C))~ 

welcbou Ausdruck wir trausiurmireu in 



^ +1. 



2(.l-C)((/>-l)(2MZ>+Cr)-J?M+t?))- ^) 

Da für Z zwvi Werte bestehen, so existireu demuacb tur jede bi<iua- 
ilratisthc Gleichung 2 lutegraltunctiouon, wie dies ja schon früber 
gcomctrisüh fOr Ellipse uud ilyx)erbei uacbgewicsen ist. 

Der etwas compUdrte Bau der letzten Formel Iftsst dne verein- 
fachte Form wttnschen, um dieselbe für gegebene FAUe in brauch- 
barer Gestalt benutzen zu können. 

In der Formel, sin ik* ersetzen wir durch den oben gelundenen 
Wort, man wird dann babon 
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COS 



4 «* 



woraus 



Q 



Ferner findet man 



«2 



h 

- cos o = 
c 



Ebenso folgt aus 

sin 2a --^Q^^ cos2« -^[^-'2 \^r-^ 



2 

«2 



dio Formel 



cot2o = 



Führt man nun in 



Iga = — cot2« + Vl-f cot2a2 

don obigen Ausdruck für cot 2a ein, so erhält man schliesslich dio 
rcducirto Formel 



8) 



A — C 



Die elegautoste Formel dagegen gewinnen wir bei Benutzung 
der goniometri sehen Function 

sin 2a 
~ 1-f cos 2a* 

Die hieraus hervorgehende Relation für Z'^ = l —Z^ ist 



9) Z'^= 



A2-\-2{l — B'^D±V{A'-Cy^-{-{i — B-{-D)^) 
Cä-f 2D{1 — B-{-D± V{A — C')2-Ki— -ö+/>)2)" 

Wir erhalten also folgenden allgemeinen Satz : 
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Mit jeder biqaadratucheii Glekbons 

tg (p* — Ati^ (f -^ B tgq>^ — Ctgip-j-D = 0 

I 

sind 2wei Intosralfimctiaiiai 1. Art 



7 Vi — -^•Jsiuo)*^ 



verknüpft, deren Amplituden Wnrzeln der Gloichang und deren Mo- 
diili durch die Formel 9) bostinimt sind. Die Constante C ist ent- 
weder — oder Null. 

Vermöge dieser Darstellung kann man jede CHeichang tod dem 
geometrischeiB Charakter der ubigco in Beziehung bringei mit ellip- 
tischen Integralen, wodurch, wenn letztere wieder geometriach oder 

dynamisch interprctirt werden, benierkenawerte Relationen zwisehea 
beiden hervorgehen. 

In diesem %nne werden wir unter andern die gegebenen fint- 
Wickelungen benutzen. 

Setzt man 

9 



0 

und beachtet die Formel 

80 gewinnt man noch die AmpUtudenfiinction 

A — V 



10) am«2+am«,+amii8+<^mm » arctg^_^_^ 



D 



Wir geben jetzt die Integral fuuctiouen für elliptische Tutegrale 
der 2. Art und haben demnach die Constante der Function 



zo tranaformiren. 

Man lindet: 
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wtd ilre gtmttruek^ aitafytudt« und ^namütkt B§daitnmf. 4|1 
*» {A^0Z* {C^+2mi-B + D+V{A^^^:(i-l^:frD^) 

««• 1) 
Die obigo latogralconstante ist also 

* 



JUbo haben wir foigenden Satz: 
Liegt Tor die Gleicbuag 

so besteht mit ihr die Integralfunction 2. Art 

'C24-2/j(i-yy4.D4-y^(.4-C)H-(i-i^-l-i»^ 



worin Z vermittelBt 9) bekannt und B das voUstftndige elliptische 
Integral 2. Art ist. In geontriacfaen imveiMlnagen! gsbe» diese 
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Integral functioncn neue Sätze über diejenigen Verhältnisse, welche 
die Rectificatioa der Eliipto berflhren, wie wir dies gleich naehweifloa 
werden. 

Wir führen hier noch an, dass die obigen Ableitongeu sich sohr 
Tcreinfacben , wenn für die biquadratischen Gleichungen die Üedu- 

^ A 

cente J^D^ C* « 0 besteht Es ist dann 2> — 1 — ^ oder2'«^* 
Die Bedingung wird f)Br die Wurzeln dorch 

tg9itg9ü — tg98tg94 — — ^ 

ausgedruckt und das Additionstheorem gibt 

Eßpi-^-^t £+2Srin9i8in^ 

Eq>.^-{-Efp\ SS 2* sin 9)9 sin 9>4, 

also ist aaeh 

sin 9| sin ^ ^ 9^3 ^^19'« 

- f 2Z) (1 — ig -f- i> 4- V(34'— Qg + ( 1 — ^-f 

n. s w. 



Für die lutcgralfuuctiuiien :>. Art sind bo/.üglich der Gleii'liuug 
löl) leicht analoge Formeln aufzustellen, und man tindet, wenn spc- 
cicU R-^-a^h gesetzt wird ftU: die entsprechende Integralfuaction 



C08 9»«Vl — ja^gin^ 
die Bedingung 

^^^^^^ = 1 -i?+I>+y(3^)^+ d-Ä+I»» 

Wie wir schon früher nachgewi(»sen , existiren zugleich mit den 
abgeleiteten Integralfuuctiouen zalilreiehe Formeln symmetrischen 
Charakters zwischen den Wurzeln der Gleichungen, unter welchen 
manche, wie 

^(Pi ^ sin^i ±y g) 
^9» ± ^V« sin ± Vi) 

eine geometrische Erklärung zulassen. 

Eine Erweiterung der Functionen lässt sich noch auf folgendem 
Wege anbahnen. 

Mit der in § 1. gegebenen Gleichung 
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ist die daraus ieicbt abzulcitemiü kubische Ucsulvento 

verknüpft. Ihre Wurzeln stehen mit deaeu der üaupl^leicbung in 
folgendem Zasammenbaug 

1,1,1,1 ^ 

dsCji AK|| dxA 

dbsi diS4 

-A- 11 i_ 

6!sB| dar2 ^ ^J^* 
1 1 1 ^ V>L 

Bxf dv^ 

Mit der ersten treten demDaeb in Folge von ^ ^ 

noch 3 andere Functioueu 

auf. Gelingt es nun, s als Function von y zn bestimmen, so wttrdc 
die noch zu erfolgende Integration dieser und der übrigen Ordnungen 
die allgemeine AnflOsong des Problems zur Folge haben. 



$ 28. 

Wir geben hier eine Znsammenstellong der wiebtigeren Beetil- 
tate: 

Liegt die Gleichung 

11) t^<p*—Atg(p^+ßig(p^-Cigfp + Ds=0 

Tor, so hat man 
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V Vi— i^^s 
jg»« _ ^»+2(1 - D 4: ilj : ~cj^i\ - lt-\-irr ) 

Ferner ist mit dur Gieichung 

die FoDction 

rf<Pi , P -f /* <^<Pa 

■ 

Vi— A^gio^^ji 

Twknflpft, und es iit 



Ans den Modnli folgen die BelationeD 

Z'^i'^ « 1, - 

Für die kobkche' Gleicliang 

14) tgv»— 4tg9^+i?tg9— C'-= 0 

gelten die Formeln 

ify 1 _ , , ^^ys _ _ 2ä; 

lö) z * — ^2 

Bemerkung. Wird in 14) ^ =^ 0 gesetzt, so bestellt für die rc^ 

dadrte Gleichung igtp^—Btgip ^ 0 bei BenntzQQg tob 

C 2 
tgf Ausdruck Z'^ — -cot Jf . 

Ferner ist 
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und ikn geomtn$ch«y onafytiMeh^ tmd ^nßMÜd^ Bedentung. 4^5 

16) ra — ] ^ . 

Legen wir endlich die Gleichung 

cot ^ A cot tp^-^B cot ^ — C— 0 
ZQ Grande, so gilt zan&chst die Fanction 



17) |»'2 = -f 2 c ( C - /l i y (.4 — C )2 -|- (1 — i^)2) 
and noch 

/* ^^y> , t^qp» _ 

Vi— v27rny^2 V Vi — *a8iny,2 V Vi— va«tt9? 

18) - 



2(1 — ± y — C')2 + 1 — JS)2) 

Man kann in den obigen Glelchnngen tg^ — h\%i^ aetien nnd 
in den Aosdrftcken Vkt etc. f9x geeignete Werte ?on i; die Hcdnü 
vereinfachen. Anf Gleichnngen 2. Grades kommen wir nachl^ bei 
Betrachtung der Schliessnngscarven znrflck. 

MaQ bemerke noch, dass die Aufgabe, für 4 gegebene Ampli- 
tnden q> deu Modulus derart zu bestimmen, dass die Integralfuüction 
12) hierltlr erfollt ist, durch das Vorstehende ihre Lösung gefunden 
hat 



Die gegebene Ableitung des Wertes für den Modnlus Z ans den 
Constanten der Gleichungen können ^vir noch in anderer Hinsicht 
verwerten und damit die Bedeutung der Functionen erweitern. Wie 
das Beispiel der Kegelschnitte zeigt, steht mit den Amplituden ^tWP» 
die vierte 94 durch die Function 

in Yerbindung. 

Man kann nun diese Faoctiun allgemeiner fassen uud alle Wcrto 
TOB ^ au bestimmeo aoehen, welche den folgenden Beiationen ent- 
sptecheo: 
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-F^ + Ft + Fj,^Fii,^ 

Die Aufgabe würde sich also zu einem Additionstheorcm gestalten 
mit der Forderaug, zu drei ^jccrebenen Aroplitadon <p der cl"ptischen 
lotcgralo 1. Art die ^ Amplituden ihrer algebraischen Summe aa- 
zugeben. 

Die Constanteu in der Formel 

haben die folgende Bedentnug , wenn tg g?« = tg^ =^ Z gesetzt wird, 

B =- tggPitg98 + tfi9jtg9a+^JVstgVi + '2r(tgg)i4-tg<pj + tg<f)3), 
I> — tg9ltgqp,tg<P8Z. 

Da tpifp^fPi bekannt sind, so schreiben wir 
tgViH-tgVs + tÄVa =» «» 

tg9>jtgflPjtgy, - c 
nnd daher ist 

i>— Ol. 

Substituircn wir diese Worte in Z'^ und schatten durch Qua- 
driren die auftretemien Wurzein fort, so resnltirt nach einigen Knt- 
wickelungen die folgende für ^ biqnadraüsche Bedingungagloichang 



und ikn geomHnad^, ojid^lficA« und djfnamistA» Bedmimig» 417 
19) tgi/;*((l(l-*»Z'«J+(a— <y)(cZ'«)«— V((a 6)«)) 

\--{l—ß)(i—ß'^Z'')Z'y-j^2{a-c)Z'Ya—bc2'')-{a--c)^^ 

+tgt^X 

V— (1— A)Z'«c(a«— Z'M)+2(l-i)(a-6cZ'«)— (ö— ü)(a«-fl«Z'«)/ 
+(i(a«-«>Jgr")+l~«»-((a-c)«+(l-*)«) » a 

Um diese Formel auf das bekannte Addittonatheorem 1. Art mtt 
2 Amplituden anzuwenden, haben wir — 0, also <• 0 xn setzen 
nnd die Gleiebnng 19) wird zu 

worin 

Ans dieser Gleichung oder 

tg .//^(1-if 'Hg9'iHgVt«)«-2tgi*^*((tg<)Pi*+tgv,*)(l+^ 'Hgip, =^tg<p,») 
erhalten wir 

♦ . * . . J( tg»,» i ^y.)(l -^-^^^tg y,^y,^ )-^2(l-^ -J^'«)tgy*ng<p, ^ 

woraus uaoh einigen Rechnungen und Umwandlungen 

«g^i+tg^t - -«gVi i_^'ftg<p'itg^ ' 

welche auch so geschrieben worden können 

_siD2qp,y]_— ^sin qpg* 
tglJ'j+tg^, cofi9|*co8 9,^— ^'*sin9|^8iu<3p,* 
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COS cos Bin ^i'sin 91' 



gin2y,y 1 _ z-' sin ^, « 



Hieraus läs8t sich uocb ableiten 



Führen wir ein 



schliesslich 



so folgt aos 



— 2(Fj, 



Auf diesem Wege sinii wir also zu beiiaunten Hcsultaton gelangt. 



Wir werden tiiis Jetzt mit der Frage besch&ftigen, ob es ausser 
den vorhin gefimdenen noch andere Integralfnnctionen gibt, welcbe 
den elliptiBchen Integralen 1. und 2. Art entsprechen. 

Wie n»au im vin i-cu § gesehen iiat, hängt dio Kxistenz derselben 
davon ah, durcti eiue analytische Betrachtung einer geeigneten biqua- 
dratischon Gleichung von goomotri scher Bodontung zunächst eiue 
clliptisclH' Intff,'rnl Function zw * i li iltni und lerner den aus den Pa- 
rametern der Gleichung zusaiumcu gesetzten Modulus durch die Con- 
stanten der für sie substituirteu Gleichung 4. Grades zu bestimmen. 
Von den wichtigeren GleichuuLfssystcmen dieser Art wählen wir hier 
uocb die folgende Function aus, welche sich den vorigen ungezwun- 
gen anschiiesst 

Wir greifen nochmals auf die Gleichoog 143) xnrftck, nm die- 
selbe fttr onsem Zweck einer Transformation sn unterwerfen. 

In der Function 



I 24. 



Ableitung einer 2. Integraifunctlon* 




fuhren wir folgende Substitutionen ein 
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4 Ks 

c . ü cZy 

COS qp = . fL. = • 

In Folge dieser Relationen geht die Gleichung 107) in die fol- 
f^ende über: 

co8(p* i 2*|/^^8ina.co8<pH^(*^8ino«-^-^^*i^ cosg)* 
20) 

a^-R*-snJ/R , , (a2+i?2-«2)2_47?2rt2co9ft2 

- 2ä7- c^K 7«>°«-^««^+ — —16^:2 =0, 

und auch hier ist za entscheiden, ob durch Vergleich dieser mit der 
ihr identischen Gleichung 

cos(p* — A cosqp^ + i^cosg)* — Ccos (p-\- D 0 

sich die Relationen sin« etc. der ersten Gleichung durch die 
Constanten der zweiten und damit der Modul us der Function 

\/l ^^^-—sin,,^ 

bestimmen lassen. 

Zu diesem Ende setzen wir 

h 



A — —2Z 
e 



B = ZA 



|/f sin«, 



R /a2co8a2+^8in «2 ^ (7^2+a2 — ;^)\ 

C — — 4r5 - sin«, 

2Rm c WS 

(o« + i?» — X»)» — 4/?^ cos tt* 

Die Division von - ergibt zunächst 

4C (a«-f i»»)Z« 
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Ferner ist 

22) — ! — — "r"?" 7 ^ ^ -^sm«*^, 

C^—A^D 1 a* _ - 

23) ^ = ^^I^C08«»Z*, 

Ant 

a«+i?«— - a» — (/2-«)«+21?-2äi folgt 
Iä 2i + 2V7^^J* 

also ist auch 



woraoB 



2 « 



Aus 21) folgt 



wir setzen hierin ant 23) den AuBdrnck HHr p ein« man erbfttt 
Aas der letzten Formel in Verbindung mit 25) resultirt 



Ji 

1 — 



27) coa«»--^™ — 

1+ TT^ 



I 

AD'-C^ ! 



I 



DiTidirt man die erste der Gleichungen 22) durch coso^, die zweite | 
durch sinfli^ und subtrahirt, so resultirt bei Benutzung von 25) 

* * cos IT ' sin«* 

Es sei 

^.l^l^i^^l^, also 

2 A\C 
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Ave 27) folgt abflr 

In Folgo dieser Werte geht die Gleichaiig 28) nach dnigen Be- 
dactioneii Uber in 

Entwickelt man nach Potenzen Ton «, ao erhftlt man die qua- 
dratische Gleichung 

39) 

Da a — 2s vnd, ^'^k* igi, flo ergibt die AnflöBong fol- 
gendes Bestiltat. 

30) ^'-|ä = 

DomgcmAss haben wir den Satz: 

Mit jeder btqaadratiecfaen Gleichung von der Form 

31) 0089*— -<4C089*+ÄC089ä— Cc089 + jD 0 

ist die lotegralfunction 

A- sin qpj* t/ Vi — sin f»,'-* 



Vi — A2ain^^a 



verknüpft, Icreii Amplitudon tinrch die Wurzeln der Gleiciiaog, aud 
deren Modtüns dnrcb den Ausdruck in 30) bestimmt sind. 
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Lotzterar kann auch »ob der Fonnel für Z'* « 1— 2^, »Indicli 

ans 

AW-'C^ \^^Ä^)+lZ'i-D^ +Zj 

bereehnet werden. 
Femer steht mit 

die Integralfnactlon 

4- r - ^ ^-^ - w 

in VerbindunR, deren Modulus n ans dem für A gegebenen Ansdmck 
vermittelst n =. worin u - «= i — und A'2 — i— -A^ berechnet 
worden kann. 

FOr Gleichungen dritten Graden ist m beachten , dais aas 
cos = 0, ^4 = 90* folgt, das entsprechende Integral also swa voll- 
st&ndigen Integral K wird. 

Um die elliptischen Intogralfuuctionen 2. Art aufzosteilen, haben 
wir die ConsUmto der Function 

Z y Vi — kUia^ - 2^[/^C08« 
zu transformiren. 

Dieselbe wird vermöge A = — 2Z* j/~sino durch — ^cot « 

ansgodruckt, und wenn wir noch cot« eiafthren, so erhAlt maa 
schliesslich 

1 1 / yfiZ?^"C« 

^zr z'2— i> 

Vermittelst der Kegelschnitte sind wir also durch das Vorste- 
hende in den Besitz zweier luiegralfunctioneu gelangt, welche auf 
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einzelne Teile der Geometrie neues Licht zu werfen im Stande sind. 
In den folgenden §§ geben wir eine Anwendung derselben in geo- 
metrischer und dynamischer Betrachtung, um die entwickelten Func- 
tionen so viel als möglich zu verwerten. Ob noch andere als die 
gegebenen möglich sind, werden wir später entscheiden. 



§. 25. 

Geometrische Anwendunipen. 

Ein Kreis vom Halbmester « schneide eine Ellipse in 4 Punkten. 
"Wir ziehen senkrecht zur ^- Achse durch dieselben Gerado bis zu 
dem die Ellipse umschliessenden Kreis und bezeichnen die Winkel 
zwischen den entsprechenden Radien a und der kleinen Achse mit 
q>. Dieselben werden durch die Wurzeln der folgenden Gleichung, 
in welcher R{ci) die Polarcoordinatcn des Kreismittelpuuktes dar- 
stellen, gefunden: 

tg 9* ((/22 _ «2 _|. ^2^2 _ 4722 „2 cos d^) — A<ib ^ sin 2a tg tp^ 
34) '\-{2{m — >^-\-a^)(Ji'' — ^'\-l^) — 4/?2(a2 cos «2 -|- ^2 gin «2)) tg <pa 
— 4«ää3 sin 2o tg g) -f (ä2 — «2 + f;i)l — 4722^2 sin a2 = 0. 

Wenden wir hierauf die erste Integralfunction an, so erhält man 
als Modulus 

_ 4 fl2^7?* sin 2a2 + ((/P - ^ -f a=^)2 — \Jiia^ cos d^) 
3ö) Z - Id^bUi^ sin 2d^ 4- — *2 -f- ^2)2 — sin d^) 

nnd die Function ist 



J Vi — Z2 8ing>i 



Bemerkenswerter ist die Integralfunction der 2. Art, wenn die- 
selbe auf die vorliegende Ellipse bezogen wird. Man hat nur 

Z' » ^ zu setzen, und die Bedingungsgleichang hierfür ist 

36) -^72*sin2a2— 4 ^(a*cosa2— //8ina2)-f (/f^— *2^_„2^Ä^)2 « „2^ 

weshalb nach 33) rcsultirt 

37) a:<p, + £9, + ^>3+^>4 
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oder wcun wir die EI!iTi?f"nbogoii nl-^rp„ — S„ oiutülu'eu liuü die Cofl' 
sUutc durch LlimiDatiou vou * transformiren 



38) 5,+Ä^Ä|4^S4 - 2iH-2|/«»-^Ä^no«-2j/^ 

Setzt man 

ao erhält man die Carveugleichuiig 4 Grades: 
40) 

= + £^(a + Ä-f ./)(« + &-c0(a-6+€l)(— 

Die algebraische Summe der Ellipscnbogen bleibt für den Fall, 
dasb Ria) auf dieser Cunc bleibt und * durch 36) bestimmt wird, 
coQBtant 

Fttr CHMchimgen 3, Grades wfthleii wir den Fall der Komialeii 
einer Parabel. Der Schnittponkt der Normalen habe die Goordinaten 
Rim) in Bezug aaf den Brennpunkt Der Polarwinkel eines Nor- 
malenfasspnnktes sei ^, vom Seheitel an gerechnet Die beatlgliche 
Gldclmng ist dann 

41) tgl^+(l+^co8a)tg4^^?sinii-a 

Der Modnlns der entsprechenden Integraifonction 

ist sehr einfiuh, da Z'' — ^ ist, also ist = — 
Ftthren wir ^ — » ein, so orhUt man 

42) cot^^'^H- ^1 + ^ cos cotl^^'- ^sin« 0. 

Der Modoltts wird wegen v'* « v« -» — und die Func- 
tion ist 
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Will man diese Gleichtmgcn anf die Pendelbewegang anwenden, 

80 ist für die vorliegende Fanction - ~ = -j^ oiiizufUbrcn , wo A 

die GeschwindigkeiUhOhe im tiefsten Pnnkt des Kreises vom Halb- 
messer M ist Fflr r ^ A ist s—R «- 2a and es ist «, +h+H — 

Man sieht, dass das Yerbältniss nor von - abliängL 

2x 7? R 

Setzen wir demnach in v = 1 — das Verhältuiss ~ = / fest, 

Ar r 

80 erhalteii wir wegen r ^ ^ ancn / «= cüsia-= (i -j-cos«). 

Aas dieser Gleichung erhalten wir, wenn die ae- Achse nach der 
positiven Richtong der Parabel genommen wird, als Gleichung für den 

geometnsebea Ort constauten Verhftltaisses r die Parabel 



welche mit der gegebenen confocal ist. Hierbei kann der Kreis und 
die Gcschwindigkcitshühc des in ihm sich bewegenden Punktes be* 
liebig gew&blt werden, ihr Verh&ltniss mass aber eonstant bleiben. 

Dieser innem Parabel entspricht eine polare änssero confocale 
Parabel 



als geometrischer Ort der SchnittpuakLe dreier ciitsprecluudcu Nor- 
malen der gegebenen Parabel, dcr(;n bezügliche Zeiten t der Be- 
»stgaug durcli die Relation t^^-^t^-\-t.^ — 2t verknüpft sind. Da/" 
und dann! der Modulus <C 1 ist, so entspricht bekauutlicli die 
iiowt'guug dem Falle der vollou Umkreisung. Die derselben Auipli- 
tnde t ntsprechenden 3 Parabelradien RrJi' haben wir schon er- 
wähnt, die Relation = liJi', 





Digitized by Google 



426 



§ 26. 

Dio Glcichnug 34) im vorigen $ nimmt fOr dio Unliekaimte cos^ 
folgende Gestalt an: 

43) 

— ^-suM- — co^vi ^ ^ 

Auf diese Gleichang Iftsst sich die in § 34, entwiclwlto Oosinnf- 
fuDction anwouüeü. deren Modulus - = f aus der dort 
entwickelten Form oder micli aus 

bcrecbnet «erden kann. 
Es ist 

^»Z> ^ C* — — 64 sin «»cos 
Wir sotson auch hier A» - ^, also Z'« = - ^ fest, beseichoen 

c» * 

nnd erhalten schliesslich 

^+»* ^coso^ 

nnd 9 wird bestimmt dnrdi eine Gleichnikg 4. Grades 

43) a,*-2i,3+(^-^(a2co8«-^-t-/>^ina2)jj,2-2(^^ ^-C08«-^y 

+ 3 ^smo^ - 0. 
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Die Bedeutung dersilbon ist die. dass zu jedem Punkte ]!{tt) 
in der Ebene einer Ellipso 4 durch die Wurzeln dieser Gleichung 
bestimmte, und aus s- a- -\~ It'^ — c^y vier IladuMi berechnet werden 
können, deren entsprechende Kreise auf der iiiiipse Bogeu begroa- 
zon, weiche durch die Formel 



44) ail/l-^j8iii»"-~0M«-7L=S= 
in Yerbinduiig ttehen. 



Als 2. Beispiel wählen wir die Gleichung der NormaleD der 
Ellipse mid zwar in der leicht abzuleitenden Form 

2bR . b*R^ 
— sin o . cos 9 ^ sin o* = 0. 

Die Anwendung der bczüglicben IntcgnUfunction auf diese Glei- 
chung wfirde demnach ciue Relation zwiachen den 4 dnrch die Nor- 
naleoAissponkte bestimmten £UipBenbogen eigeben, wenn wir wieder 

A' -s setzen. 

Die ans dieser Annahme hervorgebende Bedingungflgleicfaiing 
wird sehr einÜMsh 

«■ sin«»'" «wo«* 
oder in Gurtesischen Coordinaten 

47) ««If» - 

und hierfür ist zunächst 



J Jsiav* 



nnd fenier 



48) 2?y J/l--.sinv«rf9--8in« |/ "^^^ 
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odor die algebraische fimnino der Ellipfloitbogen ist, im Fall 
auf der obigen CurTe liegt, durch 

49) E8 - ^ V^öe^>^8iä^+ 28 

c 

ansgedrttckt 

Bemerkt man aber, dass diese Cnrve «- c*(x'— als ein- 
zigen Parameter die Exoentridtftt der Ellipse besitzt, so gewinnt man 
das allgemeinere Resultat: 

Mit sftmmtUchen coofocalen Ellipsen von der Ezcentricitftt c ist 
eine eigentflmliche dnrch die Gleichung 

1 _ 1 _ 1 

cbaraktcrisirte Curvc verknüpft, welche die Eigenschaft besitzt, dass 
die von jedem ihrer Paukte lt{tt) zu jeder Ellipse gezogenen 4 Nor* 
malen entsprechende Ellipsenbogen bestimmen, deren Summe 

2R 



c 



iu Bezug auf den r utsiinehendon duppeUeu EUipsonquadranten 2^ 
um ciue algebraische Grosse dilferirt 

Wir wollen noch an dieser Stelle erw&hnen, dass die in I § 1. 
benutzte Corvo 4. Grades y = — o^-j-^r* — ex^^d^ aus welcher 
die Resultante tgr*— <^tgT>4''^tgT*+^ hervorgiag in Folge der 
letztem auf die Integralfunction 



/ 



''^ « 2jf 

Vi— Z^sinr^ 



ffthrt, worin Z vonnittclst 9) bestimmt werden kann. Da iu dou 
CouRtanten B und D die Grösse <Z durch d — y ersetzt werden niuss, 
so ( rhnit mau für alle der A'-Achse parallele die Curve in 4 l uaktcu 
sc hneideuden Geraden die riit8precheudt.'n obigen Functionen, in wel- 
chen die AmpHtudeu % dit- Winkel sind, welche dii- 1 anguutcn der 
bezüglichen Punkte mit der Jt-Achse einschliessen. Da ferner die 
iiesultaute von j.-^ — ox'^ + äjc — c— y = 0 uud '6x^ — '2ax-\-b — igx = {i 

tgT» — (a» — 86) tg r» — (dö^c — «%• — lÖflic + 4i» + 27c«) 
— 2(2a»— 9aÄ+27c>.v — «Tjf« « 0 

ist, so folgt hieraas uach I 14} die Function 
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-0. 



and 



§ 27. 



Die angeführten Beispiele lassen erkennen , dass man mittelst 
der entwickelten Integralfunctioneu zu neuen Eigensehafton der Curven 
gelaiigtu kann. Auch die folgenden auf die Kegelschnitte sich be- 
ziehenden Erörterungen werden uuch eiuige bemerkenswerte Resul- 
tate und Sätze zu layu furdtru , die wir in üyuaniischein und guo- 
metrischem Sion vorwertou können. 

Laflsen wir die BoEeichnaogeii wie früher und fuhren als Unbe- 
kannte die Brennstrahlen tou einem Brennpunkt nach den Schnitt* 
pnnkten von Kreis nnd Kegelschnitt ein, so ist die betreffende Glei- 
chung 



worin jf — iZ^-f-^*— variabel angenommen ist 

Nach einigen licchuungcn un l rransformaliünen erhalten wir 
durch Anwendung der Formeln I i^; auf obige Gleichung deu Aus- 
druck 



in welchem Integral die Constante 1 sein mnss. 

Dasselbe steht mit einem andern in der Centralbewognng vor- 
kommenden Integral in eigentamlichero Zosammcnhang, was wir zoigcn 
wollen. 




51) 
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Dio Theorio der Pianeteubew^Dg hat bekauutlich die be- 
wegougsgleichaugea 



Ans den ersten beiden erbälten wir durch IfnltipliGatioii mit Sbr, bec. 

= -^är 

woraus 

Das % Kepler^flche Gesetz gibt 

woraus durch Quadriron und Transformiren der Aiudmck 

and hieranB erhalteii wir dw bekannte Zeitintegral 
6*) . ./ 



der planetarischen Bewegung, in welchem 

ist. Der Vergleich dieses mit dem noch mit r maltiplidrten Integral 
51) IftSBt die Identität beider erkennen. 

Aus der Intcgralfunclion geht also snnlchst die Belation 



f 



d. i. die Formel 
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bervor^ in welcher t die UmlaoCBseit io der £llip8e bedeotet 

In der Centralbewegnng nach dem Newton'schen Gesetz ^ iit 

die Sarnme der 4 vom Peribel an gerechneten Zeiten bis zu dcu 4 
Darchsehnitten des Kreises and der Ellipse fdr alle concentrischen 
Kreise eine coastaate 6r0sse, welche aoch dann noch un?erändert 
bleibt, wenn die Centra der Kreise auf einer mit der grossen Achse 
parallelen Geraden fortrttcken. Hiemach ist bei 2 ooncentriseb«! 
Kreisen, welche 4 Ellipsenbogen begrensen, die Summe der Zeiten 
fttr die Ztirflckleguug dieser Strecken im 1. and 3. Qoadnuiten gldcb 
der im 2. und 4. 

Dies gilt allgemein für Parabel nnd Hyperbel. 

Fahrt man t^^t—tg and t, — eiu, so ist — 
(Tg-f-r^) 6', wonach die t eben&llB vom Peribel an genommen 
sind. 

In diesem Sinne bildet der Ausdruik -j-^ als Summe der Zeiten 
vom Peribel bis zu den entsprcchcndea beiden Schuittponkten von 
Kreis und Kegelschnitt mit dem analogen -f- ^on demselben An- 
fangspunkt an gerechnet zu den andern Schnittpunkten beider Curvon 
eine constantc Differenz, wenn der geometrische Ort der concentri- 
schen Kreise eine zur X-Achse parallele Gerade ist 

Diese Relationen können aoeh noch anf andern Wege gefunden 
werden, and swar fbr die Ellipse des Keplec'schen Problems. 



I 28. 

Die folgende Untersnchung faasirt anf der Untersuehnng der 
Gleichung I 107) oder 

56) 

in welcher wir oder anch a^-\-u--~ii- variabel betrachten. 
Die bekannten Metboden führen anf das einfache Integral 
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sowie auf 



C etc. 



Ftthren wir den exeentrischen Winkel 

« » aain 7, y » & cos 9> 

ein, 80 erhalten Irir Tcrmögc yäy-^-xdtt'^O ans dem letiten Integral, 
wolclies wir hier nnr betrachten wollen, das Flftehenintegral 



Hierans gewinnen wir das Besnltat: 

Dio durch dio letzte Formel ciiaiaktensirto ai^'ebraischc Sumnit^ 
d(T vier von deu ihn Ii?» linitUii eines Kreises und eines Kcgelscbnitts 
bestimmten Flftcbenstueke des Lctzturu ist für alle conccutriscUeu 
Kreise constaut. 

Um diese Coustante zu bestimmen, bemerke man die folgende 
Parsteliuug: 

£ / ydx = aö£fc0S(p^dq> = £ / {l + CQs2<p)d2q) 

Da aber ^9 « 0 und £sm^q> « 16-^ sin?« ist, so erhält 

b 

man für die Ellipse bei Benutzung von tg« — - 
für die Hyperbel dagegen 

Äd) Vi—y»+Vs—»A - ^Ä«sin2« = Ä8sin2a.sin2t2. 
Hierans folgt also allgemein : 

Schneidet ein Kreis einen Kegelschnitt in 4 Punkten, und werden 
dio dnrch diese Schnittpunkte bestimmten Flächenstttcke f^d» des 
Kegelschnitts mit ff bezeichnet, so is' die Summe jfi— yj+Äj— 



67) 




oder 
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fflr alle concentriscben Kreise nnd überhaupt constant, wenn der 
geometrische Ort der Centra derselbeu eiuo gleichseitige Hyperbel 
722 sin 2o c= 2a-y = ^2 igt. 

Da dieser Satz alle Kegelschnitte umfasst, so gilt er auch noch 
für die Asymptoten der Hyperbel, woraus der ncne Satz sich ergibt : 

Werden 2 den Winkel 2t einschliessonde Geraden von einem 
Kreise geschnitten , dessen Centrum vom Schnittpunkte der Geraden 
die Entfernung K hat, und ist der Winkel , w elchen K mit der den 
Winkel 2? halbirenden Geraden als Jf-Achso einschliesst, = «, wer- 
den ferner die 4 Schnittpunkte auf diese Achse projicirt, so ist die 
Summe der Dreiecke 

60) «^i— «/ji + ^^s — — /?* sin 2a sin 2«^ 

für alle concentriscben Kreise und überhaupt eine constante Grösse, 
wenn dies mit 

R* sin 2a sin 2f* 

der Fall ist. 

Wir führen noch beiläufig an, dass aus 

die Beziehungen 

xy ~~ aj cos (p 
also auch nach Feststellung der Constanten 

61) tg'(450+ T;) tg (400+ ^) tg (450+ tg (450+ '^^) 

2ÄaC08o— a*— 

erhalten werden können. Die Constante kann durch Transformation 
auf einen sehr einfachen Ausdruck von Tangenten gebracht werden. 

Bemerkung. 

Die 4 Radien des Kreises nach den Schnittpunkten des Kegel- 
schnitts mögen mit den Tangenten dieser Punkte die Winkel 6 etc. 
bilden, ebenso schliessen diese RnditMi mit 7?(a) die bekannten Winkel 
^ ein, für einen dem ersten uueuUIich nahen concentriscben Kreis 
vom Radius »-\-d9 haben wir 

8d& — fZ#tgi. 

Arch. der Math. n. Pbya. 2. R«ihe, Tail I. 
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bammiren wir and beacbteo, dass <£<^ -= 0 ist, so folgt 

Führen wir ferner in 45) als Unbekannte die Taugente desselben 
oxcentriscbcn W niiitls, also tg^y ein, so wird mau tur die Ellipse 
die folgende Gleichung 

i\2) tg^(p<(*«— Ä«— Ä«— 2Ä^r8ina)+4/ifaco8o.tgi«p»+(2(*5«— Ä«) 
~4ö«+26*)tgi(p*''44i^oC08fttgi<p-f(*«--Ä^— i^+msiu«) — U 

anfstelleu können. Der Modulus der Integralfuuction 

2K 



folgt ans 

r _ ^^'^"^ ^Ri^b *— 2^5 sin tt) 

Fttr dio Fanction 2, Art Bötzen wir, ani die Int^r&le darch 

EUipsenbogcn auszudrücken - und das Kesultat ist 




^9?^ » 2Ea-\- 2 sin a 



Jedes Integral dieser Function drückt den zur halben oxcentri- 
schen Anomalie gehörigen EUipsenbogen auR Bezeichnet man dieeo 
Bogen darcb etc., den EUipsenqnadranten darch iS, so ist 

64) 5|+£^-|-&|+54 = 2S+2VmSi0 

in welchem Ausdruck die Constante wie in einem früheren Beispiel 
Ton .ßsino abhängig ist Die Winkel <p gehen von 0 bis n. 

Dir Bodiii^ungsgleiehung, welche den geometrischen Ort der Kreis- 
cent ra für die iiixistanz der letzten Function bestimmt, lährt aaf die 
Hyperbel 
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▲bl«ltiuig der )!• IntegnillUMelloii. 



Anstatt der biquadratischen Gleichung fOr tg9 kann man auch 
die schon früher eingeführte Form 

66) a+büai^+eeoB^+diaJk%tp+eeM 2^ — 0 

benutzen« Der entsprechende Modulus derselben ist hiernach 

_ (ft— 2rf)^ + 4(a-c + e)(e± V g+^ 

^ (i+2<i)* + 4(a + c + e)(«± V'i^-f-e') 

ond also 

J Vi— ir«aiiil»" 

Es sei der Mittelpnokt eines Kreises vom Radius • nm die 
Stred^e B fon einem Brennpunkt eines Kcgelschoittes entfernt. Der 
Winkel, den dieselbe mit der J^-Acfase einschliesst, sei «. Die Schnitt* 
pnnkte der beiden Curren verbinde man mit dem Mittelpunkt des 
Kreises durch Kreisradien, welcbo mit der verlttngerten Strecke II 
die Winkel etc. einscbliessen mOgen. (Fig. 15). 

Die Elimination von 9 ans den Gleidmngon 

Äsm«H-sm(a+«) = i±^3y 

68) 

+ PC0S9 
«C08(d4-«) — ^ 
^ * ' 1 — «COS9 

führt auf die obige Form, in welcher 

a — Jl*+**— p* — eW Cosa* — 2pc/2 cos« g"* 

2iief«'ein«cosa-|^2|wesinff, 

Gii; c — 2yj^e='cosa^ — 2p«ÄC08a+2i2:«, 

«|ss= -g- sin 2a, 



« — ^2 COS 2a. 

Die Berechnung des Modulus vermittelst dieser Bestimmungen 
führt auf einen sehr ein£schen Ausdruck, und zwar ist der eine 
Warzelwert 

SS* 
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70) , ^ also 

and die lategralfo&ctionen sind demnadi 

I P ^i^» 



17) 



4Jl 



c(äH-*) 



Sin a. 



Eigentttmlich ist, dass in nnscrm jet2igcn Falle der Modalas von 
keinem Panmcter des Kegelschnittes abhängt Allen Gattungen der- 
selben , also Ellipsen , Parabeln und Hyperbeln , sofern sie nor in 
einem Brennpunkt confocal sind, genügt die 1. Integralfonction. Hit 
demnach der feste Kreis constanten Abstand von diesem Brenopnokt 
so können die Kegelschnitte alle möglichen Lagen in der Kreisebene 
und alle möglichen Grössenverhältnisse annehmen. Sie mttssen nur 
in einem ihrer Brennpunkte zasammenfidlen. 

Man wird bemt rkcn, duss die Laudeu'sche Substitution eine gute 
Auwcudung auf dicseu I' all gibt. Dauach ist 

8in(^— ») j»sin», wo pss- 

9 



and die Function geht über in 

J Vi— i>«»üiv ' Vi— p'rinv V yr 

J VI — p=*8inTA* 



P*sinTj* 



in welcher die neuen Amplituden % etc. die Winkel Bind« wetehe die 
Strecke R mit den nach den 4 Schnittpunkten gesogenen Brenn- 
strahlen des Kegelschnitts bezttglich 



Digitized by 



Will man dagegen die Winkel <s einftUiren« welche die Brenn- 
BtraUen mit den Badien « bilden, bo ist 

un(^— a) = l>8ina, woj»— 
and inau erh&lt die analoge Function. 

Der andere Wert dee Modnlna ist, wie nach einigen Rechnnngen 
erhellt, 

4(Äcoaa — <')ÄCOSa 



72) 



((it-j-«) CüSa — c)* — o** 



wobei man eine Untersuchung über die Verhältnisse austellcu kann, 
wulchc aus der Gleichsetzung der beiden Modulu hervorgehen. 

IntereBBant werden die YeriAttniBfle in dem FaU, dass der Erda 
durch den genannten Brennpunkt bindnrchgeht Die Fnnction 2. Art 
geht dann in einen geometiiadi leicht definirbaren Ausdruck ober, 

wenn wir für ain^^ den entsprechenden Weft worin «i^i^s^i die 

bezflglichen Sehnen von dem, dem Brennpunkt gegenOberliegenden 
Kreispnnkte nach den Schnittpunkten von Kreis und Kegelschnitt 
einfahren. Nach Feststellung der Vorzeichen finden wir bei der El- 
lipse und Parabel 

4» 

78) •j+<ii+^--#4 = -sin«, 

nnd bei dier Hyperbel einen analogen Ansdmek. 

Von den mannigfachen Formen, welche die elliptischen Integrale 
aor Verfilgang stellen, wäUen wir 

^|» j-f sin K^ti^il 

nnd bemerken, dass in dieser nnd den ihr analogen andern Formen 
durch BrennstraUen ersetst werden kann. Demnadi h^t man 

Pi+ 9f _ sin -f^ if^) 

99+ Qi^ sinK^Ä-f^J 

74) 

gi — fe ^ sini< j»|— 

— f4 sin ki^t^^i) 

Die Formeln hissen beim Uebergaag der Hyperbel in ihre 
Aaymptotea eine Anwendong anf die Geometrie des Kreises zn. 

Wir setzen demnach a — 6 » c 0 und führen ausserdem die 
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in der Figur 16.) aagogcbenen Wiakel c ein. Um wird Ukkt die 
folgend«! Bdationen bewahriieitai können 

75) gLZJPft_ 008£5 

«4 — «w«e 

cos cos — cos €08^4 COSfs 
C08fsCOSS4 — C0B«|C08t, COSfe* 

Diesen schliesscn sich, wie man leicht finden wird, noch eine zahl- 
reiche M^Qgo anderer an. 



Will man noch die Bewegung eines schweren Pnnktee im 
mit den gegebenen Entwickelnngen vergleichsweise in Betracht zieben^ 
so geben diesdben den Fall der yoUstSndigen ümkreiBQng, da ^<C1 
ist Die Geschwindigkeitehdhe im tie&ten Punkte des Erdses sei 4 

•i Tis 2ä 

dann ist ^n^^^i ^» woraus bei gegebenem t und h M sich be- 
rechnen lässt IMe erste IntegralAmctioB kann also durch die m don 
Amplituden ^ etc. gehörigen Zeiten t etc. ersetst werden nnd man 
hat 

76) k+k+H+h-'^ 
worin I die volle Umlanftzeit beanchnet 

Es si hiicidet aber der Brennstrahl vom Kreise zwei durcli dio 
Amplitudcu und bestimmte Bogen lü), für welche nach froherem 

ist. Dasselbe gilt vom Ikennstrahl den bezüglichen Amplituden 
und ^s' entspricht die Relation 

Ziehen wir nun die Summe beider oder 

von der obigeik 76) ab, so resnltirt 

77) V-<s = «4-<i'. 

Wie man sofort aus der Figur sieht, entspricht die Zeit t=<!,'— 
einem Bogen, der Kreis zwischen &^ und t^,' und die Zeit r'=:<4— 
entspricht dem Bogen zwischen ^/ und 9^. Sie sind also Bogen 
gleicher Zeitdauer. Analoge Bogen lassen sich bei weiterer Belzaok* 
tnng leicht auffinden. 
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Lässt man die Ellipse and llyperbul bezüglifli in eiue Gerade 
üdor 2 <]rh sohncideTidc GtTiuleü übergebe?! . ( l iiiili mau die be- 
kaouteu lütcgralfunctioiieu dos Kreisen, deren Jsätzc durch das Vor- 
stehende wiederum eine YeraUgemeiuuruiig crfahrou liabeo. 



§. 30. 

Die im vorigen § angestellte biquadratischo Gleichung gibt in 
Folge des oiDfachcn Ausdrucks des Modoli» ihrer Integral tuiictioii 
Veranlassung znr Aufstellung einer neuen Function, die wie folgt, 
gebildet werden kann. 

Der genannte Hodulus Z* {H-^»j* einzig vom Vcr- 

bftltaiss ~ « 9b. Gelingt es demnach, aus den Formeln 69) oder 

— — ^ — c^.x^cosa^ ^«cosa — ^ 



78) 



\sa 200*8inacO8a-|-^8ina 

~ — 2afe^C08 — — cos «4-2«! 



d — -g- sin 2«, e — cos 2o 
dies Verbältniss x aus den Coustaaton der Gleichung 

■ 

79) a+b^4^'i'bcos^+dfAhW+ecM29^ — 0 

2U entwickeln, so erhalten wir die gesuchte neue Integralfunction. 

Mau ündet leicht 

bco&tt-\rcsina = 2xsin«.»* 

«^dco8a-(-c8ina) — 4mnüu,ytfi + 1* 
worin y««" + «" -> ^ 

tg2a = . 

l)iü erste Relation ftlr a geht uuu über iu 
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Dieselbe geht bei Benotzimg von 

cota cot2a+yi-f cot2o» 



sino^ = 



oot« — . 

d 



scbliesBUch ttber in die Gleicbaog 

^_2rfi ^ ^1«0 

woAlr vir Mtieii 

Jl 



Da aber 



ist, 80 folgt auch 



''-Vis 



+1 

n+1* 



Demnach gebt der letzte Ansdniek bei Einftohmng des Wertei 
fttr it nach einigen Transformationen Aber in 

^ " 4(o+«)d«--2Ä«(Ä+3rf)+(4+2rf)«y«« + «« 

womit die Aatgabe gelöst ist 

Zieht man indessen Tor, den Hodnins 1 — durch die 
Constanten der ans 79) hervorgehenden Gleiehnng 

81) (a— c+«)tgia*-i-2(*— 2d)tgi^+2(a-.3e)tg4^ 

f 2(Ä+W)tgi^+«+«+Ä - 0 

oder aos 

82) tgl^— ^ tgi&^+Btg i»* — 6 lg D>^0 
zn bestimmen, so findet man 
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83) Z'« = 



44^y (a~0«+ (1— 



and CS ist hierfür 

Zar Eutwickelniig der IntegnüfancUoii 2. Art gehen wir auf 

zf Vn^^iST i(Mrf4» - sia « 

zurück, worin noch die Constanto za beBtimmen ist. Man findet bei 
Benateang der obigen Relationen 

84) / VI — Bio i^, - ri i + / Vi — ^« sin W d + otc. 



Man erhält z. B. ftr 

tg^«— 25tg9*+60tg9— 36 =s 0 

Z'* tJ 

20 Vis— 119 

und es ist 

Auch die neue Intogralfunctionou kann crfolgroich auf Beispiele 
wie in den früheren |§ angewandt werden. Man wird manches Ucbcr- 
einstimmeude hudeu. 



$ 81. 

Anwendang der Integralfnnctlonen auf die Auflffsung der kubischen 

«ad blqnadratischen drleichnngen. 

Wir bemerken vorab, dass diu Furmela in 5 -1- unJ analog die 
im letzten Abbchuitt aufgestellten eiue Auflusnnf^ dieser Gleichungen 
durch geometrische Coiisti uction enthalteu, da ja die Auädrücku 

^, tg2iK etc. dnreh die CoBBtaoten der GleichuDgeii bestimmbar 

sind, wodurch die Unbekannten durch die Winkel ^ ihre geometri- 
sche Deutung und durch Construction eines Kegelschnitts und Kreises 
ihre definitive Lösung erhalten. 
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Man kann dabei einige Modificationcii der Giinrcn eintreten 
lassen, am dio Formeln zn vcreiniacbeB. In der Abhandlung: Geo- 
metrische Untcrsachungen otc. haben wir eine geometrischo Anßösnng 
der rcdacirten Gleichungen dieser Art gegeben, welche in bestimmtea 
leicht angebbaren Fällen beispielsweise anf eine gleichseitige Hyperbel 
führt, welche besonders für die kubische Gleichung e' + ^H"^'^ 
eine elegante Anwendung gestattet 

Eine Untersuchung, ob diese Cnrva überhaupt ftr den 3. und 
4. Grad einer Gldchung brauebbar ist, würde lieb demnach mit der 
Gleichung 



c 



£0 = (.14-6) 2 ! ^ ' \ . ' ' 

^ ^*(^_0(Cf*4.2i>(l— ü+ö+VM-CJHd— i?+i>)«)) 

zu beschäftigen haben. 

Die Substitution tg9>»ytg^ führt bei der Annahme einer 

gleichseitigen Hyperbel, worin p — ~ 2 ist, auf die Bedingaags- 
gleichung 

das ist auch 

Ay^ + {AB — 3C)j^* + {BC— BAD)^* + OD <- 0, 

deren Betrachtung hier indes zuweit führen würde. 

In analoger Art kann , wie schon früher erw&hnt, die Gloichnng 
tg9^— w4t;g^* etc, deren Modnlus aus 



" C»+2IJ{i—B+l)+V{A--a)*-i^l^B+D)*) 

bekannt ist, durch Eiuiührung von tgip »= vtgqp so modificirt wer- 
den, dass hierfür ein bestimmtes Z hervorgeht. 

filan erhftlt dann ans der leisten Formel 

A(A*--4AB+bC)^+4{l 4- Z'*J {A^D^ C V 
+2Z'HiA*BD^A*C*+2BC*—6ACD}^ 

^4Z'\l^Z'^(A^D—C^)D.y*-\-Z'^CiC*-^iBCD^AD^) — 0, 

woraus maa ersieht, dass y durch eine Gleichung 4. Grades bestimmt 
werden mnss. 

Setzt man z. B. Z'^ ^ i und eine redncirte Gleichung 4. Grades 
voraus, so würde die Bedingungsgleichung 
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auf die Lciuuiäkatenbogeii 
fähren. 

Bie Annahme Z 0 oder Z =s 1 fahrt anf analoge Oleiehnngen. 

Die Integralfanctionen lassen sich nan in folgender Art zur Auf- 
löaoog der knhischen und biquadratwchen Gleicbungon verwenden. 

Wir wollen indes hier reducirto mit reellen Worzeln yorans- 
sctzen, um anf dieselben die genannten Fnnctioncr und ihre Reihcn- 
entwickclungen mit grösserer Einfachheit anwenden zu können. 

Wie wir nachgewieaen, ist Ar die voUstftndigc kubische Gleichnng 

85) tg(3pä_^tg<p-+/ngqp-C' -0 
der ModaloB der hierauf bezOglichen Integralfanction 

p dtp, r dfp^ n dy, 

J yi-Z«slo«^«"V yi-^Z«8in9,»"^t/ yi-Z^Binya«"" 
dnrcii 

^ff „ ^ _ - 1— Z' 

B«+ 2C(— ^+ C ±y (il — C)»+ (1 — B)*) 

ansgedrflckt 

So ist z. B. £Är ,tg9»*— itg9*-H — 0. Z* — ^]|?y|* ^^r tgv*— 

Ans 85) folgt aber 

86) ((^— C)«4-(l— B)*)8in2(p»— (2>4(14-B)+2C(— 3+J?))siii2v» 

Ans dieser Gleichung lassen sich nun die bekannton AnsdrAcke 
der ijmmetrischen Formeln fOr die WnraelpolemEen d. i. 

^8in2qp=>a, Z8in2y' «= o^ — 3a&4-3<? etc. 

leicht finden. 

Uoachtct man nun, dass in der Reihenentwicklung des unvoll- 
ständigen clliptaschen Integrals 1. Art 

87) F{Z^^) — sin 29+^04 sin 47— i(% sin 69 ... 
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4 

der Wert von tAu2n^ durch diie nach nngoraden Potemen von ■in2^ 
fortschreitende Reibe daxgestellt werden kann, so geht die obige Re- 
lation fiher in 



8ö) 



Da für die 3 Wurzeln drei solcher Formoln cxistircn, so gibt 
dio Sumuiätion derselben bei Berückfiicbtigimg der Delation der Win* 
kelsumme, d. i. von 

«. A — C 

-S9-arctg^^37^ 

dio Gleichnng 



worin wir der Unterscheidung wegen bei der Annabmc von 2 posi- 
tiven und einer negativen Wurzel der reducirteu Gleichung diu inte- 
grale dementsprechend absolut gewälilt haben. 

Knn ist aber anch 

Dio Snbtraction beider Anadrflcke fahrt demnach aof das folgende 
Resultat 

90) u - F\<p^) = iÄ-iflsarctg j^+i(a,-a4-|-ag)P, 



in Folge dessen das elliptische Integral linker Iland durch bekannte 
Rclntionen desselben und dorch die Constanten der Gleichnng be- 
rechnet werden kann. 

Die Amplitude folgt dann anf bekannte W«se ans einer Formel 
der elliptischen Fnnctionen, d. i. ans 

1-I-22C0S +2^«cos H- ... 

91) vr-^hii^?=v^'—— 77—^ — • 

1—2^8 +25*C08 ... 

Aus der Amplitude folgt dann von selbst der Wert der entspre- 
chenden W^irzel. Damit ist wenigstens theoretisch die Möglichkeit 
der Bestimmung derselben vermittelst der Integralfanctionen nach- 
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gewiesen , wenn auch praktisch in Folge gewisser ConTorgeiizbediii* 
gangen die Methode keine Anwendung finden sollte. 

Es ist nicht gerade notwendig, dass die Gleichnngen zuerst re- 
ducirt werden müssen, es gentigt, durch eine Transformation eine 
negative und zwei positive Wurzeln zu erhalten. In Bezug auf den 
oben angegebenen Ausdruck für den ^ludulus kann derselbe auch 
nötigenfalls durch einen andern ersetzt werden. 

So besitzt z. B. die Gleichung 

tg(;pS— 2tg9*— ötgqp4-6 =» 0 

2 poeitiye and 1 negative WorzeL. 

Legt man die Fonnel 
zo Onmde, zo rasltlTt 

Z' — 1 also Z-»0. 
Benntzt man dagegen die Fonnel 

vt ^- zf^^^- =jr 

so kommt 

«]»> v»-^. 

FOr den enten als einfochern Fall besteht demnach die Relation 
ond da 

^ — C 

Vi+ V^— 9ä = arctg == arctgl absolut) 

so erhalt man sofort eine Wurzel aus 

2y, — UO»— arctgl 

nftmlicfa 

tg9k — cotgiaxctgf »>2, d.i. »—2, 
wie man leicht findet 

üm nach der entwidtelten Methode die biqoadratische Gleichung 
92) tg9»* — -4tgv'+-ßtg9*— ttgg^-J-Z) — 0 

auMOseo, transformire man dieselbe mittelst einer linearen Variation 
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in eine andere, in welcher 2 pontive und 2 negative Wnnetn Tor- 
kommen. Aus der Formel 

erhält man dauu den Moduius der Integraifunctionen 



94) /yi=z5ii^r/(p,-i- / y 



Nach den gegebenen Formeln hat mau nan zunächst 

95) Fg>j — «oVi-H(~%"H»*«-)si^2(jPi+^— J*-H[ag...^8in2y,» 

addirt man zu dieser die ihr entsprechenden 3 andern, so rcsnltirt 
wenn F und q> absolut genommen wird 

96) Ffp^+F(p^-Fq>-^—Fcp^ = «ü^gp+i( -a...)2:sin2<p, 

+ ^ ... )Äin2va»-2i 

und da 

so erhält man durch Addition oder Subtraction die Beziehungen 
97) 

F<Pfi-\-Fq,^ = K-^L 

A—C 

und dAK±L bekannt ist, indem ^sin29 etc. = arctg _ q 
ans der Gleichong 92) berechnet werden kOnnen, so ist in 

F^-{-Fq;fg Fe ^ u 

die Amplitnde 0 gemSss 91) bekannt, wdche bekanntlieh odt der Fnn- 
damentalfonnel 

98) cos ö = cos 9>i cüs 9?^ — aiu (p^ siu qPji^^Ctf) 

zusammenhängt 



Digitized by Google 



md ihr« geornttru^, mm fy ti s c k * und «I^mmiwcA« BtdnUmg. 447 
Wogen 

99) E{<p) = bQ(p -|- 1 *i sin 29 — i(pb^ sin ig> ... 

ist demnach anch 

100) 
woraus 

1 1 / 4^D~C^ 

« — £^j-f j^gi^ — 14- J/ ^^^^ — fff+Zhin^iBinqp^n« 
101) 

Hierans folgt 

v—Ea 

wnvismv, -p^' 

and demnach aas 98) 

V — Kg 

coB^jCOSqpg = cosa-i- g»g|nj ^(<^)* 

Die W ui'zoln gehen daher ans den beiden folgenden Gleichungen 

V " Eo 

C08(y, — V,) - COBÖ + ^f^^(Jö + l), . 

102) 

I * . f — E<f 

C08(g)i + 9,) « «)8tf + ^^j^(^<f~l), 

hervor, und analog ünden sich iPiCp^. 

Aach die in f 80) aog^benea Integralfonctionen geben gute 
HnUamittel zor Bestimmung der Wnrzehi. 

Will man die Potenzreihe 

' »"vcwv » 1.2.3" ^ 1,2.3.4.6 " 
Ibr knbiflche Gleichangen benatsen, so folgt durch Umkehmug 

104) « - inn^9+' sm2ai«+ 3^40 ~^°V - 
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Aus 
folgt aber 

Unter YonnsselzaDg der Convergeuz der obigen Eeihe hat man 

4 4- Z- 

105) «j+M^— Mj =» i-28m2v-J- — 2^&m2y* 

144+S6ZH-9Z^ 
+ 3840 -^«»2^* 

worin die £8in2^ aas der Sinoflgleichnng beatiount werden können. 



In Yerbindnng mit der Relation u^+u^-\-u^-^ K erliUt man 
also u, nod damit die Amplitade tp. Diese Abldtong bt aber wegen 
der scbwacben Convergenz dieser Reihen nor formeli intefessant» 
gleicbvol bedtst sto and die ?orida gegebene immer noch dnen 
theoretischon Wert. Wenn die Reihenentwiekelungen der elliptischen 
Integrale eine stArkete ConTergeittz besAsseo, so wQrde diM andi mit 
den oben abgeldtelen der Fall sein. 
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Methode uud Principien. 

Unsere ^a^uri!rko^!ltni8S, Beiträge zu einer Theorie der Mathe- 
matik uud Physik. Von Dr. K. Kroman, Docenten der Philosophie 
a (] Universität zu Kopenhagen. Von der Kun. Dan. Akadnnie der 
Wiiseuschafteu mit der goldnen Medaille gekrönte Preise 'lirift Ins 
Deutsche übersetzt unter Ml['l^ irkuiig des \ erfassers vuu I)r. Ii,, von 
Fischer-Boozou. Kopunhageu 1883. Audr. Fred, iluat u. Sohn. 
458 S. 

Dm Bocb zeigt zwei wertvolle Eigenschaften: es gibt Zengniss 
von der TortFefflichon Qabe' des Verfassers so ezemjilificiren nod 

TOD dem ernsten Willen noperteilicbo Kritik zn flben. Es ist seine 
mit Glück ond Geschick angewandte Methode, an einem Beispiel die 
Entstehung des Triebes, die Forderangen und Elemente der Erkennt* 
niss aufzuweisen und za entfalten nnd demgemäss auch immer ein 
Beispiel zu wAhlen, in dem sich alles rcpräsentirt findet, welche ihm 
soviel Beistimmung ond das Lob erworben hat, dass man bei ihm 
stets dentlich sehe, was er wolle. Uud die Kritik betreffend ist an- 
znerkcnnen, dass sie seine höchste Autorität, Kant, nicht schont, seine 
Lehren in Zweifel zieht ond sich nie auf solche beruft Doch ist er 
weit entfernt unabhängig von seiner Autorität zu beobachten und za 
denken: Kant's Schwächen sind noch die seinen, nnd ein Fortschritt 
in der Auffassung wird nicht gewonnen. Wir sind daher in dem 
Falle, indem wir gegen den Yeriasser sprechen, im Gronde nnr Kant 
so treffm. 

Anh. i. llKik. 1. nii. antik«, T«UL H«fl 1. 1 
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Wir beginnon mit den Worten auf dem Titel: „Theorie der 
Mathematik nnd Physik^S Was kann damit gemeint sein? Bedarf 
die Mathematik, die aelbst Theorie ist, nnd die Physik, die sich ihre 
Theorie ansbildet, noch einer Theorie ausser sich? Das hiesse doch, 
ein Fntteral am ein Futteral, ein Gehäuse um ein SchncckeDhana. 
Wir wurden es niemandem Yordenken, wenn er dabei an eine bequeme 
Handhabe für Unkundige dächto, wodurch man auch ohne Studium 
der Gegenstände Uber die Wissenschaften urteilen konnte. Doch 
lässt sich auch eine mehr auf Wahrheit gerichtete Bestimmung den* 
ken, wen^i man annimmt, dass nur die ISezeichnung verfehlt ist. 
Was die Theorie zu untersuchen übrig lässt, ist die psychische Ge- 
nesis des Erkennens, welches zur Theorie führt. Beide Auslegungen 
sind auch in Anbetracht der Ausführung nicht ganz ohne Grund. 

Als Resultat einer einleitenden Betrachtung wird der, auch im 
Folgenden beibehaltene, nie verbesserte Satz aufgestellt, das Ziel des 
Erkonntnisstriebes sei, ein alles umfassendes System von einleuchtend 
richtigoti und allgemeinen Behauptungen oder Urteilen zu bilden. 
In der Tat mdgeu Manche, insbesondere Nicfatmathematiker bei ober- 
flächlicher Beobachtung dessen, was die Mathematiker treiben, auf 
die Chimäre fallen, wie sie hier dem Yerfasscr als Ziel des Erken- 
nens erscheint. Doch konnten wir wol durch den Gang der Wissen- 
schaften hiDrelchend belehrt sein, dass das Urteil den Erkenntniss- 
trieb nie zu befriedigen vermag, vielmehr nur eine Stufe auf dem 
Wege der Erkenntniss ist, die sich der Geist befestigt, sowol um auf 
derselben momentan zu erkennen, als auch um von ihr aus weiter 
zu forschen. Schon im gemeinen Leben begegnet man häufig Ur- 
toilen, die vollkommen einleuchtend nnd allgemein, und doch trivial 
und ohne belehrenden Inhalt sind. Im grossen aber bietet uns die 
synthetische Geometrie Gelegenheit das Analoge zu beobachten. Sie 
eröffnet nns ein nach unendlich vielen Richtungen ins unendliche 
ausgedehntes Feld, auf dem wir beliebig viele cxacte, evidente und 
allgemeine Urteile bilden und in ein System bringen können, ohne 
in der Erkenntniss einen wesentlichen Schritt weiter zu kommen. 
Wäre dann ein solches System aber alle Gegenstände der Er&hmng 
und des Denkens ausgedehnt, so wflrdcn wir schliesslich so unwissend 
sein wie zuvor. Die Geometrie zeigt dies mehr als irgend eine andre 
Wissenschaft, weil wir hier in gleich ezacter Form die von den Zielen 
der Naturwissenschaft geleitete Forschung neben der ziellosen Pro- 
duction an Sätzen zur Yergleichung haben. Welche notwendige Be- 
stimmung der olngen Definition, die augenscheinlich nicht zutrifft, 
fehlt, hätte der Verfasser an seinem eigenen höchst instructlven Bei- 
spiele, aus welchem er die Erkenntnisselcmeote entwickelt, entdecken 
mflssen, wenn nicht das Kant'sche Gedankcngluis seinen Blick be- 
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Bchrinkt bättc. Er siebt am Wiederban eines herabgestürzten Altans 
arbeiten und fragt nacli der Sicherheit anderer nud zukünftig(T Altano 
gegen das Herabstürzen, nach den Bedingungen der ErscheinoDg und 
geht die zn ihrer Untersuchung erforderlichen und aus dieser sicli 
ergebenden Begriffe durch, mit Verweilen beim Causalbegriff. Alle 
diese Acte weisen, nach eigener Darstellung des Verfassers, auf das 
gemeinsame Ziel hin, Herr der Tatsache zu werden, die er anfangs 
leidend erlebte. Er brauchte nur seinem Gedankcugaiif; treu zu 
bleiben, um zu definiren: Das Ziel des Erkenntnisstriebes ist, über 
die passiv erlebten Tatsachen der Sinnesempfindung Herr zu werden. 
Das Urteil ist dann das Mittel, welches trotzdem, dass es einleuchtend 
richtig, allgemein und (wenn wir der Verwirklichung vorauseibMi) 
aliiimfasst'iid ist, das Ziel verfehlen kann, wo letzteres tiieht im Auge 
behalten wird. Hiervon ist das FolL'f^nde ein sehr sprechen*!**'^ Zeu^'- 
niss. Der Mangel in der Definition ist nämlich kein bloss füruicller, 
sondern er drückt wirklieh den Mangel in der Auffassung des Pro- 
blems der Pljilosophiü aus, er ist der dauernde Mangel dis {tanzen 
Werkes, ein i)estundiges Hinderniss für den Fortschritt der einzelnen 
SO TortrcfÜich begouneuen Uotersuchungen. 

Gehen wir die Einleitung durch, dtiin Absehnittc sintl; das 
Ziel, die Mittel, die Grundbedingung und We^'c des F>kennen8 — 
so ist der Hauptgedanke des ersten bereite gunaimt und sein Kesnltat 
für nnriehtig erklärt Von den Mitteln werden aufgewiesen: Wahr 
nelmjuiig, Gedächtniss. i'liantasie und Vernunft. Sie werden für an- 
geborene Verniögea crkliirt. wenn sie gleich bei der Gehurt in sehr 
primitiver Form vorhanden sein möchten, auch ihre Scheidung keine 
delinitiv masstrebendo sei. Der Verfasser würde aber wol weiter 
einräumen, dass die Aussage: die Virniögen sind angeboren — für 
die Untersuchung gleichbedeutend ist mit der: ich weiss nicht, wie 
sie entstanden sind — so dass, wenn jemand zeigte, wie sie entstan- 
den sein können, erstere Behauptung seiner Ansicht nichts entgegen 
stellt. Nun hätte es aber den Zweck der gegenwärtigen Arbeit be- 
deutend gefördert, wenn der Verfasser aus jenem Nichtwissen heraus- 
getreten wäre und versucht hätte der Bildung des Yermögcns der 
Wahrnehmung, obwol bloss rational, wo die Beobachtung fehlte, 
nachzuspüren. Es genügt ihm zn sagen, die Keime der Wabniehmung 
müssten im Neugeborenen vorhanden sein, denn es wflrde durch Licht 
u. 8. w. verschieden erregt. Dies ist an sich ein unberechtigter Ana- 
logiesehloss. Der Blumenstengel, der sich nach der Sonne kehrt, 
das Wachs, das in der Wftrme erweicht, zeigen auch unterschiedliche 
Erregung, ohne dass wir ihnen darum auch nur Sinnosempfindung 
zuschreiben. Doch abgesehen Ton der Ungewissbett, ob letztere von 
Anfang ozistirt, so ist Sinnesempfindung noch kein Vermögen, sondern 
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ein seelischer Zustand. Erst durch Fixirung di^r Siniio geht aus <lom 
unterschiedlich erlebten ein eigenes Unterscheiden hervor. Dann 
wieder ist die Unterscheidung von Sinnesempfindungen noch keine 
Wahrnehmung- Dazwischen liegt eine Reihe von Transformationen 
der YorateUuDg, die ndtig sind um Wahmebmung von Objecten zu 
erzeugen, und mit welchen die Entstehung ?on Ideen — Identität, 
Banm u. s. w. — yerbnnden ist, die als Bediogang aller Wahrueli* 
mung voraa^cheu. Diese unentbehrlichen Elemente der Logik wer- 
den hier unerklärt, ihr Inhalt im Dunkeln gelassen, bloss weil der 
Verfasser die Frage, ob das Wahruehraungsvermflgeu angeboren sei, 
recht bald mit einem Urteil abschliessen will und dies Urteil für die 
ganze Leistung hält. Anders verfährt er mit der Cansalitätsidee. 
Obgleich auch hier die ganze Leistn;i>: in ein Urteil, den Cnusalitäts* 
satz: (Jlciolio Ursachen lial« ii ^^leichc Wirkungen — pfl«'gt wird, so 
wird im :) Abschnitt die Entstehung der Idee ausführlich behandelt 
Die Gültigkeit des Satzes ist Grundbedingung des Erkonnena, mnas 
daher vom Meiisclien ohne Garantie f(lr di»' Zul<uiif( angenommen 
werden. Hier ist einmal die Naturnotwendigkeit richtig aufgefasst, 
als eine, die dem erkennenden Menschen, nicht der Sache auferlegt 
ist. Dürfte man nun die ganze Einleitung für eine Oriontirungsarbeit 
ohne den Zweck eines drHnitiven Urteils ansehen, 80 würde sie in 
allen den Punkten, auf welche sich die Orientirung erstreckt, eine 
vortreffliche Angriffs- und Lehrmethode darbieten; nur wttrdc die 
notwendige Orientirung noch lange nicht beendet sein. Gerade diese 
UnvoUst&udigkeit zeigt aber, dass die genetische Betrachtung nur anr 
Erhärtung einiger Sätze dienen sollte. 

Nach der Einleitung beginnt die Schrift unter dem Titel: y^Iüe 
apriorische Erkenntniss: Die formalen Wissenschaften" — mit einer 
Kritik der Begriffe Apriori, analytische und synthetische Urteile^ 
erstcres ist vorher erwähnt im Gegensatz von apriorischer und empi- 
rischer Wissenschaft, fast nur kenntlich gemacht durch Hinweis auf 
Mathematik und Physik und wird auch hier nicht näher untersucht, 
sondern bei Ycrbindung mit den beiden andern als gültiger Begriff 
vorausgesetzt. Diese Kritik zeigt durch die nuuöti^^'oii Schwierig- 
keiteu, mit denen sie sich zu tun macht, den Mangel au Orientirung 
in ihrer Aufgabe, indem sie sogleich einen definitiven Satz anstrebt 
Die erste Frage musste sein: Wo und in welchem Sinne kommen 
jene Begriffe in Wissenschaften mit Zweck und Erfolg in Anwendung? 
Was dann nicht j.nm Zweck gehörte, war so gleichgültig als die 
Krümmungen der Linien, welche zu einem Beweise viu Dreieck vor- 
stellen sollen. Apnori heisst in ezactcu Wissenschaften stets, was 
im Erkennen einer Erfahrung vorhergeht, relativ zu dieser, die es 
bestätigt. Der Verfasser aber meint ein absolutes Apriori, welches 
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in jenen nicbt vorkommt, nnd dessen Behauptung nichts bedeutet als 
UnkenntnisB der Erfahmngon, ans denen die Wissenschaft hervor- 
gegangen ist. Diese Discropanz ttberspringt er, indem er sich auf 
die Mathematik beralt Die Kritik wendet sich gleich anfangs auf 
die Definition des Gegensatzes zwischen analytischen und synthetischen 
Urteilen, mit dem Resultate dass jedes Urteil buiiles ist, und dass 
jedes Vernunft und Anschauung zugleich bedarf. Hätte sie zuerst 
nach Zweck und Erfolg dieser Scheidung gefragt, so würde ohne die 
lange Untersuchung klar geworden sein, dass dieselbe an dieser Stelle 
ilbefflQssig ist; denn sie hat bei Kant nur zur Formnlirung bestreit- 
barer Urteile, dem Fortschritt der Mathematik überhaupt zn nichts 
gedient Glücklicherweise war der Umwog keine Verleitung zam Ab- 
weg; denn nnn stellt der Verfasser die näher liegende Frage: Wie 
wird die Mathematik , wie sie factisch vorliegt (statt synthetische 
Erkenntniss apriori) möglich? Zuerst zeigt er, dass sie weit entfernt 
ist durch reinen „Syllogismus" zustande zu kommen. Sofern hiermit 
nar eine verbreitete Meinung widerlegt werden soll, kann mau gegen 
dio nnfmchtbare Vorführung der syllogistischcn Formen nichts ein- 
wenden. Nnr möchte man doch den gelegentlich in specieller Be- 
ziehung getanen Aussprach: Der Naturforscher wird in dieser Form 
kaum seinen Gedankengang wiedererkennen; denn das Selbstverständ- 
liche wird breit hervorgehoben, und die eigentliche Operation beinahe 
wie etwas selbstverstilndliches übergangen — von der ganzen Syllo- 
gismenlehre gesagt sein lassen. Indes geht der Verfasser auch im 
folgenden Abschnitt, der von den Axiomen der Geometrie handelt, 
nicht über die Satzungen der formellen Logik, die er nun einmal 
für die einzigen Wege des Erkennens hält, hinaus. „Unmittelbare 
Beurteiluncrrn" und „Inductionsschlüssc'' sind das Einzige, was er 
zur Erklärung der Axiome aufbringt, worüber er «ich aber mit vielen 
Worten ohne klares Erf^ebniss und mit vielen Abseliweifon auslässt. 
Dass erstcre nichts sind als Behauptungen ohne Bewusstsein des 
Grundes, daher auch ohne ("ontrole, wird nicht an den Ta^^ gelegt. 
In Ict/tern wird der luduction eine unrechte liestimmung zuerteilt. 
Der Verfasser hat keine Ahnung davon. da?8 die Gowisshüit durch 
das theoretische (ieliugen bedingt ist, mit der Ausdehnung der Theorie 
wächst und unuiußto slieli wird, sobald die vollendete Tatsache gei- 
stiger und materieller Früchte, welche den Aufwand an Anstrengungen 
tauseutilaeh überstiegen haben, so wie andrerseits die Aussichtslosig- 
keit ein gleich brauchbares System zu scharten, dem Zweifel allen 
l^oden entzogen haben. Daher hat auch der Begriff der Ilvpothese 
bei ihm keine Stelle und wird bei Erklärung der Axiome gar nicht 
genannt. Er kennt nur die Sicherung durch den Unterbau di*^ 
natürlich immer preeürer wird, je höher man haut, da immer mehr 
fehlbare Elemente hinzukommen. 
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Mit 80 nngenflgender Auffaasang des Ziclos Qnd der Mittel der 
cmpirischeu Erkernitniss wird nun der folgeode Abaclinitt unter dem 
Titel der letztem luigegriffen nnd in der Tat bei Besprecbmig der 
zwei erBten Themata, welche ziemlich im alten Gleise verlänft, nichts 
nennenswertes zutage gefördert Das dritte Thema, Gebiet des Gansai- 
gesetzes, erregt gute Erwartungen. Es handelt sich um die Frage, 
ob das Causalgesctz Beschränkungen habe. Ohne vorher sich dämm 
zn kammorn, welche BeschrAnkun^n der wissenschaftliche Gebrauch 
des Causalbegriffs schon an sich entbalt, dass z. B. nicht der Orts- 
ändeniDg, sondern der Geschwindigkeits&nderung Ursache zugescfarie* 
ben wird, bespricht der Yerfasser zwei Punkte, in welchen er fremde 
Ansichten zu widerlegen sucht, nämlich erstens die, dasa die Gau- 
salitftt keine „objectiTe*' Gflltigkcit habe, zweitens die, dass sie auf 
die anorganische Natur beschränkt sei. Er tritt Kant und Hill ent- 
gegen, aber nur mit neu erdachten AoskQnften, während er die Be- 
fangenheit in der Auffassung mit ihnen teilt Die Qbjcctivität bleibt 
far ihn immer ein Jenseit; nur meint er dem Glanben an ein solches 
dadurch zu entgehen, dass er es als Hypothese einfährt, dio mr Er* 
klämng der Idee notwendig wäre. Zar Erklärung der ideellen Oan- 
salität also will or eine problematische gleiche Idee anwenden. Das 
heisst doch, den Spuk eines mythischen Kobolds durch Fictioa eines 
wirklichen Kobolds erklären l In solche Confnsion nnd Terwirrong 
kann ein aufrichtig forschender Geist geraten, wenn er es ver- 
schmäht, die Dinge, Aber die er orteilen will, spedell anzusebeut 
und sich damit begnügt, sie unter die Kritik vorgefasster , unoontro- 
lirter Begriffe (sogen, reiner Vernunft) zu bringen. Hätte der Ter* 
fasser, ehe er an eine Frage Aber Objectivitat gieug, sich die Be- 
dingungen der Idee der Objectivität klar gemacht, so wttrde sich der 
fatale Dnalismus des Gedachten und Seienden in den blossen Unter- 
schied des zeitweilig Unvollkommenen und des angestrebten Voll- 
kommenen aufgelöst haben. Gleich auvorbereitet tritt er an die 
zweite Frage, ob der Mensch freien Willen, d. h. die Fähigkeit neue 
Causalketten anzufangen habe. Die entgegengesetzte Ansiebt, dass 
nämlich alle Vorgänge, einschliesslich menschliche Handlungen deter- 
minirt seien, betrachtet er ohne alle Untcrsuchun-r und Cbaraktori- 
siruug als eine einheitliche. Er fragt nicht danach, was die Cau- 
salität eigentlich verbindet, nnd was sie undctermiuirt lässt. Es 
entgeht ihm also, dass die Cansalverbtndang allein das Sucredircndc 
berührt, mitbin dio gesamte gleichzeitige Welt, bei aller Zurück- 
ftthrung auf vorausgehende Zustände, nicht verbiiidon kann, und aa^s 
es gerade dieses grosse Bereich ihr gegenüber zufällig neben einander 
gehender Teile ist, in welchem der Mensch frei conibinirend eine 
Zweckverbindung herstellt, die mit der Causalität nicht cononrrirt, 
sondern stets ihrer Ilülfo bedarf, sofern der Zweck auf die Zukunft 
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gerichtet ist. Das stärkste Argument für die Willensfreiheit scheint 
dem Vijrfasser die Verantwortlichkeit zu sein. Er glaubt auch dieses 
entkräftet zu haben, mit wie vielfacher intellectueller Einbusse lassen 
wir dahingestellt. Es gibt stärkere und der exacten Betrachtung 
näher liegende Argumente. Wie will der Verfasser die Entstehung 
eines Artefacts, z. B. einer Uhr, durch blosse Kräfte ohne freie 
Combination erklären? wie den Widerspruch heben, den eine Wette 
darbietet, in der bei vollkommener Determination die Parteien sich 
gegenseitig besiegen müssten? Allgemein gefasst liegt das Haupt- 
argument für die Willensfreiheit in der Ueberlegenheit, die das Wissen 
dem Subject über das Object verleiht ; diese kann logischerweise nicht 
gegenseitig, also der Wissende nicht determinirt sein. Hierbei tritt 
es recht deutlich hervor, wie unzureichend die umfängliche Definition 
des Erkeuntnisszieles ist; über einander urteilen können Gegner ohne 
logischen Widerspruch. Daher konnte der Verfasser bei seiner Auf- 
fassung die in Rede stehende Frage nicht zur Entscheidung bringen. 
Was in der gesamten Betrachtung dos vorliegenden Abschnitts noch 
am meisten auf das Wesen der Sache gerichtet ist, ist die Ausein- 
andersetzung, welche zeigt, wie das Gebiet möglicher Willeusacte sich 
mehr und mehr beschränken lässt; nur hätte sie weiter geführt wer- 
den müssen, um die Erklärungen zu erreichen, die bereits von an- 
dern Autoren gegeben worden sind. 

Es folgen noch die Abschnitte: der Causalzusammenhang, die 
physischen Grundsätze, die physischen Lehrsätze, die physischen 
GrungbegriflFe , Zeit und Raum. Sie würden nur zur Wiederholung 
des Gesagten veranlassen. Hoppe. 

Logik. Eine Untersuchung der Principien der Erkenntniss und 
der Methoden wissenschaftlicher Forschung. Von Wilhelm W u n dt. 
Zwei Bände. Zweiter Band. Methodenlehre. Stuttgart 1883. Fer- 
dinand Enke. 620 S. 

Diese Methodcnlchre hat es nur mit vorgefundenem Stoff zu tun. 
Die Behandlungsweise ist fast ausschliesslich beschreibend; die ein- 
zigen dabei geübten logischen Tätigkeiten sind Scheidung und Ord- 
nung. Der Name „Untersuchung" für das Werk ist jjänzlich unzu- 
treffend. Es Wird weder die psychische Genesis der Methoden unter- 
sucht, noch von irgend einem Standpunkte die Notwendigkeit der 
Fortentwickelung in ihrer actuellen Gestalt ans Licht gestellt. Ein 
gewisses Eingehen auf Gegenstand und Inhalt der einzelnen Wissen- 
schaften war unvermeidlich um über den Sinn der Methoden Rechen- 
schaft zu geben. Ein tieferes Eingehen würde erforderlich gewesen 
sein, wenn die vorkommenden Urteile hinreichend motivirt erscheinen 
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sollten. Der Gruod, warum der Verfasser, dem angensclieiiilidi aieht 

der Sinn lur reifere und mehr einheitliche Auffassung abgieng, es bei 
dieser indiiTerenten Behandluugs weise bewenden liess, liegt wol in 
der uberwaltigoiidcu Arbeit, welche die hier zun AbschluSs gebncbten 
Vorstudien für künftige definitive Gestaltung ihm auferlegten. Et 
ist auorkenuetiswert, dass hier der Logik die Beobachtung der aetn- 
eilen Geisteswerke zugrunde gelegt wird, während meistens eine 
aprioristisehe. d. h. auf eingewurzelten , nie controlirtcn Grundsitzen 
beruhende Kritik ohne genaue Kenntniss des Wesens der Methoden 
über dieselben abspricht. Die Abschnitte dos Buches sind: Allge- 
meine Methodenkhre . insbesondere die Methoden der Untersuchung, 
die Formen der systematischen Darstellung; von der Logik der Mathe- 
matik , die arithmetischon , die ^xeometrisciien Methoden, der Func- 
tionsbegriff und die InHuitcsinalmethodci von der Logik der Natur- 
wissenschaften, insbesondere die iillgemeincn Grundlagen der Katur- 
forschnng, die Logik der Physik, der Chemie, der Biologie ; von der 
Logik der Geisteswissenschaften, insbesondere die allgemeinen Grund- 
lagen der Geisteswissenscliafteu , die Logik der Geschichtswissen- 
schaften, die Logik der Gesellächaftswisseuschaftcu, die Methoden der 
Philosophie. Hoppe. 

Kritische' Bemerkangea zur Einfilhrang in die AnftngigrUnde der 
g6om6trie descriptive. Von Frnnz TilSer, ProfeBSor an der k. k. 
böhm. techniscben Hocbschnlo in Prag, Beicharaths-Abgeordueter etc. 
Erstes Heft. Mit einer Utbograpbirten Tafel. Wien 1683. Alfred 
Hölder. 96 a 

Aus einem 44 Seiten langem Vorwort, welches sich in lauter 
Allgemeinheiten ohne Charakterisirung mit beständigen Wiederholun- 
gen ergeht, ist, abgesehen von oinitreu Angaben über österreichische 
Schulen, wenig mehr zu entnehmen, als dass der Unterricht in der 
„göometrie descriptive" sehr wichtig <5ei. Das Vorwort betrachtet 
Monge's gnometrir df^^t riptive und die darstellende Geometrie als zwei 
verschiedene Doctnueu und preist orstero als Grundlage aller mensch- 
lichen Cultur au. Was den Unterschied machen soll, erfährt der 
Leser nicht. Anch die Schrift selbst vt rweilt fT«^r lange bei st Ibst- 
verstiindlichen Dingen, bis sie endlich bei Einteilung der Doctrin sich 
etwas näher auf Besprechung des Inhalts einlässt. Die geom. dcscr. 
hat zuerst die Aufgabe die Kenntniss der darzustellenden Gegen- 
stände, welche der Darstellung vorausgehen muss, ohne Bezugnahme 
anf die Darstellung zuwege zu bringen, dann deren Darstellung, dann 
ihre Erkennung aus der Darstellung zu lehren; und zwar teilt sich 
die zweite Aufgabe wieder in die zwei, wirkliche und projectirte Ge- 
bilde darzustellen. Voa den 3 Aufgaben wird hinsichtlich der De- 
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sideraten nur die erste, die Morphologie, besprochen. Diese allein 
ist 68 also, welche nach Ansicht des V(Tfuss«TS im heutigen Schul- 
Qutcrricht vernachlässigt wird. Vom actuellen Lehrverfahren ist indes 
nirgends die Rede, daher der Ausdruck, kritische Bemerkungen, auf 
dem Titel ganz gegenstandslos. Auch scheint die Voraussetzung ob- 
zawalten, als ob die Schüler der descriptiveu Geometrie dieselbe ohne 
alle Kenntniss der Elemeutargeometrie begönnen. Denn diese gibt 
doch ziemlich alles Nötige über die einfachem Raumgebilde. Dar- 
über fehlt indes jede Aeusseruug, indem sie einzeln durchgegangen 
und Zeichcu dafür gesetzt werden. Von der ganzen Schrift gilt nur: 
Parturiunt montes etc. Hoppe. 

Das Princip der Intinitesimal - Methode und seine Geschichte. 
Ein Kapitel zur Gruudlegung der Erkenntnisskritik. Von Dr. Her- 
mann Cohen, ordentlichem Professor der Philosophie an der Uni- 
versität Marburg. Berlin 1883. Ferd. Dümmler. 162 S. 

Der Verfasser spricht über III philosophische, insbesondere Logik 
und Mathematik, sowie Geschichte derselben betrelfende Themata, 
indem er über jedes, ohne Bezugnahme auf die übrigen, sein uu- 
motivirtes Urteil abgibt. Die grossenteils sehr bestreitbaren Urteile 
sind, da aller Nachweis fehlt, gegen Augrifi" allein geschützt durch 
Dunkelheit des Ausdrucks, welche es nicht als lohnend erscheinen 
lässt, auf eine Wiederlegung einzugehen. Letzteres möchte eher der 
Fall sein, wenn irgendwo gesagt wäre, was unter dem auf dem Titel 
genannten „Princip" verstanden werden soll; denn aus den Urteilen 
über die Methoden lässt sich dies nicht entnehmen. Da nirgends ein 
Fortschritt oder systematische Ordnung zu entdecken ist, so möchte 
auch ein Verzeichuiss der Themata zwecklos sein. Hoppe. 



Arithmetik, Alo;cbra und reine Analysis. 

Untersuchungen im Gebiete linearer Differential -Gleichungen. 
Von Simon Spitzer. Erstes Heft., Wien 1884. Carl Gerold's S. 
60 S. 

Das Heft besteht aus 4 Abschnitten. Im ersten wird die homo- 
gene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung hergeleitet, deren Spe- 
ciallösungen die Wurzeln einer gegebenen kubischen Gleichung sind. 
Die Methode wird an einem Specialfalle gezeigt, dann auf die allge- 
meine reducirte Gleichung in Anwendung gebracht und die Bedingung 
aufgestellt, unter der die Differentialgleichung L Ordnung ist. Nach 
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HcTiuUo kann man aus dem Integral einer homogenen linearen GIm- 
chung 2. Ordnung diejenige Gleichung 2. Ordnung tiudcii, deren 
Spcciailösungen Potenzen der Speciallösungcu der Urgleicbung sind. 
Hieraus ergibt sich eine Erweiterung lier obigen Resultate. Der 
2. Abscbui!t eutbillt Bemerkungen über iiuearo DiffcrentialglcichuQRen 
mit linearen Coefficicuten , namentlich wenn homogene durch Diffe- 
rentiation und Elimination aus nicht homogenen hervorgehen; der 
dritte ähnliche Benu rkuugeu bei gewissen nicht linearen Cocfhcienten. 
Im 4. Abschnitt sind die Siieciallösangen Difforcntiaiqnotientcn 
Speciailösnngen gegehenor DifferentialiOsungeu. H. 



Technik. 

Skissxe einer Theorie der Elektromotoren und Elektromascbincn. 
Von Joh. A. Lissncr, geprüfter Lehramtacaadidat. Wien lc>8;i. 
Selbstverlag. 58 S. 

Diese Skizze soll einer vollständigeren und umfasseudercD Be- 
arbeitoug der Theorie der £lektromotoren und Etcktromaschineu 
vorausgehen, welche ans den hier angedeuteten Principicn die sich 
ergebeuden Schlösse 2iohen und zeigen wird, oh und wieweit die 
Resultate der Versuche mit denen der Bcchnung Qheroinstimmen. 
Die liechnnng wird für den Fall durchgeAlbrt, wo die Maschine In 
permanentem gleichem Gange ist, und zwar wird die vom Strome in 
der Gesammtschliessung erzeugte und die zur Erzeugung des Stromes 
aufgewandte Arbeit aualytiBch dargestellt. Aus der Formel 'ergibt 
sich, dass erstere kleiner ist als letztere und zwar um den Betrag, 
welcher dnrch die Veränderung dos Potentials der Elemente des 
zweiteh i'rutluf*tortoilos aus sich selbst infolge der SteuerungseiujnrÜto 
repräsentirt wird, nämlich um die Arbeit des Stromes in der Leitung 
und um die in der Leitung bemerkbare Arbeit Es wird dann weiter 
untersucht, nach welchen Principion die Constanten durch Versuche 
zu bestimmen sind. H. 



Zeitschrift des elektrotechnischen Vereines in Wien. Ucdiirirt 
von Josef Kareis, k. k osterr. Telegraphcn-Ofiicial. Erster Jahr^ 
gang i&i^. Wien B. Spics u. Co. 

Jedes der 12 Hefte des Jahrgangs enthält zuerst Vereinsnach- 
richtcttf dann Abhandlungen, denen in einigen Vorträge vorhergohen, 
dann die D ersten Ausstelluugszcttung. Die Vortzäge und Abhand- 
lungen haben grösstenteils Vorrichtuogon und Maschinen, teils Pro* 
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Jeet, teila local, soivie die AnfeHigoiig zum Gegonstand. Theoretiscfao 
Yortr&ge und AofoiUzo sind: Stefan: olektriscbe Eraftabcrftragung ; 
Discbaer: Gagcnsprechmethodo; Waltonbofon: Wirkungsgrad 
von Motoren; Hissink: tdopbomsehe Uebcrtragnng anf grosso Eot- 
fernQDgen; Dvorik: Unbaltbarkeit der Tbcorie der Spitzonwirkuug 
der Flammen; Granfold: Erdmagnotismas, £rdstrOmaugen ; Rei- 
niscb: Beweis des Jonle'Bchen Gesetzes; Jueptiier: Einiluss des 
Hagnetismus auf das olektrolytiscbe Verbaitou der Motalie; Fopper: 
physikaliscbc Grundlagou der elektrischen Kraftübertragung; Macb: 
Grundbegriffe der Elektrostatik. Uebor eiektrotechuiscben Unter- 
riebt bandelt ein Aufsata von C. G. S. H. 

Kalender für Elektrotechniker. Unter Mitwirkung der Herren 
Dr. W, A. Nippoldt und Postrath C. Grawinke! hcrausgegobuu 
von F. Uppcubüru, iuguuiüur, Redakteur des CcntrulblatteB für 
Elektrotechnik Erster Jahrgang 1884. Mit 173 .\bbilduugeu. Mün- 
chen und Leipzig 1884. R. Oldeubourg. 

Der Kalender entbftlt zuerst rein roatbematische Tabellen nnd 
Formeln, dann Formeln nebst Tabellen für Mechanik, Akustik, Optik, 
Wftrmelebre, Magnetismus and EIcktricitat und für Mascbiuen, dann 
für Eloktrotecbnik, dann gcsotzlicbe Bestiuimungea. Daun folgt der 
Kalender mit Baum für Notizen, zora Schtuss Anzeigen. Die Re- 
daction fordert zu Mitteilungen ans eigener Praxis anf. 



VermiBchte Schriften. 

Nieuw Arcbief voor Wiakuude. Deel X. Amsttirdam 1884. 
J. F. Sikkeo. 

Der Inhalt des Bandes ist folgender. 

r. L. Lau (Ire: Dir mittelbare Fehler bei lieobachtungen- znr 
Bestimmung von mehr als eiuer Unbekannten. — Formeln zur He- 
stimmuiiLf der Verbindung zwischen der G^^iiiii^'keit der Sterblich- 
keitstabellen und dor Zahlen für Lebensversieheruiig. — VAvi beson- 
derer Umstand zu beachten bei Zusaitiinonstt lluug gegebener Zahlen 
zar Berecbnuug der Stcrbenawahrschciulichkeit. 

L. Janse Bz: Fdrtsctznng der Beantwortung der Preisfrage 
(s. litt. B. 276. S. 46 ). 

P. ü. Schonte; Ueber eine specieile Kaumcurve 7. Grades. 
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J. De Vrics: Ucber lineare partielle DÜTerontialglcicsBBgeD 
3. OrdnuDg mit 3 Variabein. 

A. Benthe m Gz: Die SchueckcDliDio, Coclilcoidc. 

C. Stolp: Entwickelnng von Fonctionen dareb teilwelae Inte- 
gratioiL 

J. Clardiüaal: K ihlv Kigonscbaftcn eines specicllc» Systtni? 
von Flflchcn 2. Onltiun«?. - Eink»*' Eigonsciiaften von Flädieu 
2. Grades, die 4 gegebene Ljuieu bcrulircu. 

H. J. Krants: lieber die Bestimnraiig der Abwickclong ?oa ebesen 
Cnrven. 

E Van Zanten Jzn: Aufgabe (aber Uaapttrftgsaxen eines 
ViereckB). 

N. Ii. W. A. G ravelaar: Anwendang der Determinanten bei 
der Methode der kleinsten Quadrate. 

F. W. Fischer: Ableitung einer Formel zur Coostructioii der 
Schattcnliuie eine» Sonnenzeigers. 

W. Kaptcyn: Eiaigts über Integra Uun rationaler Fuiictionco. 
— lieber einige Sätze aus der Determinatculehro. 

F. J. van den Berg: Ueber die nAbemogsweiae Bectitication 
des Kreisbogens (Fortsetzung). Ueber eine unrichtige Ansicht in 
0. J. Vcrdam's Handbuch der «phftriscbon Trigonometrie. — Ueber 
eine arithmetische Aufgabe. 

Iis folgt ( in nach Gegenständen geordnetes Register über einige 
mathematische Zeitschriften. VL 

Atti della R. Accademia dci I iiuoi. Anno CCLXXX. 1882—63. 
Serie terza. Traoaunti. Volume VII. Roma 1882. 

Mathematische Artikel sind folgende im 7. Bande enthalten. 

C. Henry: Ueber einige noch nicht herausgegebeae S&tzo von 
Fermat. * 

L. Rianchi: Ueber eine Classe drei fach, orthogonaler Flächen- 
systeme. 

G. Oovi: Ueber die Einwirkung der Temperatur auf die Schall* 
geschwindigkeit in der Luft und Aber den Wert dieser Geschwin- 
digkeiten nach Versuchen von 6. L. Bianconi, gemacht 1740 in 
Bologna. 
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Jang: Neae Sätze zur £rg&azaDg der GuldiD'scheu Begei und 
eine Eigenschaft der Spinle r — 

Briosehi: Die algebraiacheii Relationen zwiechen den hyper- 
elliptiachen Fnnctionea 1. Ordnung. 

Sp otti swoo (1 e : Ueber du' Invarianten und Covarianten einer 
durch quadratische Substitution trausformirten Function. 

Glaser: Yerteilnng der Masse auf der Oberflftcbe eines Eliip- 
soids, derart dass man im Innern des Körpers eine nach Grüsse nnd 
Bicbtang gegebene constante Wirkung erbftlt 

Maisano: Eiuige Sätxc über biuärc Formcu bclicbigeQ Grades 
Qiid doron Anwendung auf Untersuchung der mehrfachen Wurzeln 
der Gleichung 6. Grades. 

Besse: Ueber eine hypergeometrisehe Differentiälgleiebnng. 

G. Morcra: Ueber das Gleichgewicht der biegsamen und nicht 
dehnbaren Flachen. 
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Qeiehlolito der MatiMmmlJk vmA Fliysflu 

I'ortschritiL'. die, ci. Physik im J. 18i50. Durgt'st. v. d. pbjsikai. 
(TrsoUsth zu licriin H(j. J. 2. Abtii., vnth.: Optik, Wiirmclehre, 
Klcctnciiulsiehre. Red. v. Nücicu. licrlin, G. Kcimor. 17 Mk. 

— dass. 3. Abth., outli. : Fiiyslk d. Lrdc. licd. t. B. Schwalbe. 
Ebd. 10 Mk. 

Jahrbuch üb. d. i 'ortschntto d. Mathematik , hrsg. v. C. Oiurt* 
mauD. 13 Bd. J. 1661, % Hft Berliu, G. Keimer. 5 Mk. 

Sartorius, M., die Kiiiwicklg. d. Astronomie bei den Griechen 
bis Auaxagoras u. Empedukles, in bes. Anschlags an Tbeophrast 
dargestellt. Breslau, Koebner. 1 Mk. 2u Pf. 

Weiss cuburu, Ii., die irration. Quadratwurzeln bei Ardiime' 
des u. üorou. Berlin, Calvary 4 Co. 3 Mk. 60 Pf. 

Methode lud Frinelpleiu 

Cohen, ii. , das Prineip der lutinitcsimal-Methodc u. soino 
Geschichte. Berlin, Uuininler. 3 Mk. GO Pf. 

biiiiouy, 0., üb. e. Reihe ucuer mathomaU Lrlaiiruug&sut^c. 
III. (Schiuss.; Wien, Gcroid's b. 2 Mk. 

LtfurUeheT) Sammlimgeii imd Tabellei* 

Bardey, C, methodisch giordn. Aufgabcusaintnlg., mehr ats 
8()00 Aufgaben onth. Uber alle Theile der Elementar-Mathemalik. 
11. Afi. iieipzig, Tcubner. 2 Mk. 7ü Pf. 

Gauss, F. G., 5 stell, logarithm. n. trigonometr. Tafeln, lüeine 
Ausg. Halle, Strien. 1 Mk. 25 Pf. 

lloilermann, H., Sammlg, geometr. Aufgaben. 3^ Afl. Essen« 
Bädeker. SO Pf. 

Kley er, A., vollst, gelöste Aaf.-Sammlg. a. allen Zweigen der 
Becbenkanst etc. S9— 100. Hft. Stattgart, Maier. i 26 Pf. 
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Ldirbttcher. 

Leitfaden der ebenen Geometrie für höhere Lehranstalten. Von 
Prof. II. Köstlcr, Oberlehrer am Domgymnasium za Naumburg a. S. 
Mit Tieleu iu den Text gedracktcn Holzschnitten, l lieft. Kou- 
gmenz. Zweite, teilweise amgearbeitete Auflage. Halle a. S. 1883. 
Loais Neben. 64. & 

Vou di r 1. Auflage des „Leitfadeus für den Unterricht in der 
Geometrie au höheren Lehranstalten", dessen Identit&t mit dem gegen- 
wärtigen Buche wogen abweichenden Titels fraglich erscheint, ist im 
261. litt. Ber. S. 29 nur das 3. Heft besprochen, jedenfalls also der 
Gegenstand ein anderer. Das 1. Heft hat nun dadurcli eine beson- 
dere Wichtigkeit, dass es die Grundlegung der geometrische n Begriffe 
bei Anfängern euthält. Berücksichtigt man, da.ss der Verfasser sich 
die grüsstmügliche Kürze auferlegt hat, so mu.ss man anerkcuueu, 
dass diese mit ausserordentlicher Präcision und iu vollkommen ge- 
nügendem Umfange ausgeführt ist: kein Wort das den Standpunkt 
der Anfänger überschreitet und keins das auf höherem Standpunkte 
einer Correction oder Ergänzung bedürfte, kein Umstand ansser Acht 
gelassen, der zur Bildung richtiger Vorstellungen und Begriffe Er- 
klärung nötig macht. In Anbetracht der tadellosen Genauigkeit und 
Sorgfalt, die im allgemeinen hier waltet, ist es au semtr Stelle dessen 
zu erwähnen, was im einzelnen gefehlt ist. Der 1. Grundsatz S. 2. 
besteht aus 2 Sätzen , die nicht durch „oder", sondern durch „und" 
za verbindea waren. Der Satz 39. war vor 38. sa stellen; denn er 
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erkürt «nt die Addition der Wiakd. Sab 38. iit« wie er Ucr rteü» 
eine Tentologie; dase Smunie das ErgebniM der Additica iel, aoB 
doch kein Sati ftberWiokd aein; was aber oicbt bitte fehlen eoOen, 
war die geometrisebe DarsteUnng der Winkelsamme. Dan der Be- 
griff der Bicbtnag ebne besondere ErfcUimng ans der gemeiaea Tor- 
ateOnng entlebnt wird, ist znlissig; dass seine Exactstennng dard 
den Winkel, der den Unterscbied derBicbtnng misst, nnd dersciaer- 
seitB dnrcb das Gesetz der Addition zn etacm oxaclen Begriff wird, 
nicbt besonders ausgi^proefaen ist, mag dnrcb die Kttrse der Ah- 
Cusong des Leit&dens, der vieles dem mOndlicben Unterricht ftber- 
lässt, gerechtfertigt sein. Aof eins nar kommt es nnter allea Um- 
stiaden an: dass der Gebrancb des Begriffes stets exact ricM% ist 
nnd weder za falschen TorsteUnagen noch zn fidschen Coaseqaenxea 
verleitet Hiergegen fehlt der dem Parallclensatz 4& beigefügte 
fUsebe Beweis. Dessen Unrichtigkeit wurde, wie sllbdmmit, soglet<± 
sntage treten, wenn der Begriff der Richtung definirt wtre. was bei 
Ausgang von verschiedenen Punkten erst aaf Gmnd des ParalIe]eD- 
Satzes möglich ist Der Begriff der Bicbtntig ist also nnr zar Vor- 
hlülnng eines Betrags im dnnkeln gelassen. Die Bericbtignn^ der 
Stelle ist leicht. Wo „Beweis" steht, ist statt dessen zu sag. d; D r 
Satz behauptet, dass mit einer Geraden von einem Punkte aas nur 
eine Gerade in gleicher Richtung gehen kanu, was selbstrcrstiDdlich 
und keines Beweises fähig ist. Nach Erklärung 5 ist «laher der 
Satz ein Grundsatz. Obgleich diese Erklärung nicht haltbar ist, so 
kann es genügen, dass nach dieser Corrcction weder intuitiv noch 
logisch ein Irrtum herbeigeführt wird. Die Aiiuräiiuüg dos Lvhr- 
stofiFes ist: LiL i . ' ma.cj , Dreieck, Vier ^k. Vieleck, Kreis. Kreis 
und Tolygoii, zwei Kreise. Jeder AbscLüitt ist mit Uebungcn reich- 
lich versehen. Die Zusätze sind von den zur Theorie notwendigea 
Sätzen getrennt. Die Beweise sind kurz angedeutet, am Schlösse' 
ein ausführlicher Beweis als Muster aufgestellt. Die 2 Auflage imter- 
scheidet sich von der ersten durch Verbesserungen im einreinen und 
erhebliche YermcLrungen , ausserdem dadureii, dass die Propädeutik 
weggefallen nnd besouders heraosgegebeu ist H. 

Lehrbuch der Elementar-Geometrie. Von Dr. E. Glinzer. 
Lehrer der Allgemeinen Ge ^ ^ rbeschule und der Schule für Baubaud- 
wt-rkcr in Hamburg. Dritter iLeil: Trigonometrie. Mit 11 ^ Figuren 
nnd Tiden Aufgaben. Hamburg F. H. testier jl Mc:;e. 14ö S. 

Der 1 Teil, Planimetrie, und der 2. Teil, Stereometrie, siud im 
258. und 260. lilterarischen Bericht besprochen. Der L' urcang im 
3. Teil ist folgender. In der Einleitung wird die Bedeatnng nnd Amf- 
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gäbe der Trigonometrie, insbesondere hinsichtlich praktischer Zwecke, 
dargelegt; im I.Buch die trigonometrischen Functionen spitzer Winkel 
erklärt, ihre Relationen und die Berechnung einiger Spccialworte ge- 
lehrt und für Anwendung von Tafeln ohno Logarithmen, deren Ge- 
brauch hier und im 2. Buch vorausgesetzt wird, Beispiele gegeben; 
im 2. Bach die theoretischen Aufgaben für das rcchtwinkUgo Drei- 
eck, das Rechteck und Rhombus, das gleiclischenkligc Dreieck und 
regelmässige Vieleck gelöst mit Begleitung numerischer Aufgaben; 
im 3. Buch die Ausdehnung der Functionen auf grössere und negative 
"Winkel gelehrt, uud die Logarithmen der Functionen in Anwendung 
gebracht. Das 4. Buch behandelt die liclationea und Aufgaben am 
beliebigen Dreieck mit Anwendung auf Viereck uud Vieleck; das 
b. Buch die gonionictrischcn Relafioneu; da*; G Buch ist eine Samm- 
lung technischer Aufgaben, es setzt die Kenntniss techniselier Aus- 
drucksweise, mithin auch die der betreüeuden Gegenstände voraus. 
Das 7. und 8. Buch behaudelii das rechtwinklige und das beliebige 
sphärische Dreieck. Das Princip der Anordnung ist von selbst deut- 
lich und bedarf keiner Motivirung. Die Bestimmung des Buchs für 
Techniker hat der theoretischen Vollständigkeit keinen Abbruch ge- 
tan. H. 



Lehrbuch der Physik nebst Anleitang zom Experimentiren. Fflr 
PräparandeDanstalteu, höhere Euabcn- und Mädchenschulen, sowie 
ffir Stadtschnlen nnd mehritlassige Yolksschulen bearbeitet von A. P. 
L. Clan BSG n, Königlichem Seminarlehrer in Bfltow. Mit 140 in 
den Text eingedmckten Holzschnitten. Potsdam 1883. Ang. Stein« 
123 8. 

Der Verfasser legt das Ilauptgewirht beim physikalischen Unter- 
richt auf das Experimeutiren umi macht Fertigkeit und Gewandtheit 
darin zur ersten Forderung ffir den Lehrer. Zweck des Experimeu- 
tirens i?t ihm die AuBcLauhchkeit, die Erläuterung diT Natiirerschei- 
nunu'f n und die Begründung der Naturgesetze. Er befürwortet die 
Einfaclilii'it , beschränkt düs Experimentiren nicht auf den Gehrauch 
von Apparaten, sondern gibt auch viele Versuche aus freier Hand 
an. Jede Andeutung derart würde man lm rji als eiuen wertvollen 
Beitrag anerkennen, wenn nur das Bestreben sichtlich wäre die Ver- 
suche ausreichend zur Begründung der ganz elementaren Lehren za 
machen , die hier vorgetragen werden. Dieser Gesichtspunkt scheint 
gan^ zu fehlen: die Erscheinung mnss dartun, was der Lehrer hin- 
ei/il(L;< n will; eine Frage, was im Gegcnfalie erfolgen müsstc, wird 
nie gestellt. Es zeigt sich somit, dass eine weit notwendigere Fähig- 
keit als die gcnauntc, ohne wrlehe alles Experimentiren nutzlos ist, 
nicht darum, weü der Verfasser sie für selbstverständlich hielt, son- 
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dern weil sie ihm selbst so sehr niaiin:elt, unter den Anforderungen 
an den Lehrer verschwiegen worden ist: nämlich dio Fähigkeit sich 
klar and bc stimmt auszudrücken und die Beziehung zwischen Theorie 
ond Krs( Iii luurig m beurteilen. Ein nnfTallendes Beispiel ist die, 
olme Zweifel einer Poblicafion des Breslauer physikalischen Voreins, 
den der Verfasser seltsamerweise für einen wisse nsdiaftlichen ge- 
halten haben muss, während er nur für Umsturz der wissen'^chaft- 
lichen Grundlagen apitirt — entlehnte Aufstellun?, die Schwerkraft 
sei keine Eigeuschalt dt s Stoffos, heruho nicht auf Anziphnn'^' der 
Erde, sei vielmehr „ein Masseniiruck aus der Ferne'', ausgeübt vom 
Weltall. Diese Lehre, welche den gesamten Principien der Nattir- 
wissenschaft widerstreitet, indem sie Kräfte statuirt, die nicht ihren 
Sitz in bestimmten materiellen Objcctcu haben, ist keine blosse bci- 
läulige Notiz, d«'nn pie wird (Inrch angeblich Uherzt ugcndcü Versuch, 
den gefühlten Druck «.lueö Sternes auf die iiaiui, unforstützt, und es 
wird ihr insofern wesentlich Folge gegeben, als cm wichtiger Teil 
der Theorie lUr Schwere, die Proportionalität mit der Masse, die 
Abhängigkeit von der Eutfernung, die Erklärung der Schwere durch 
allgemeine kosmische Attraction u. s. w. den Schülern vorenthalten 
bleibt, während der übrige Teil in gar keiner verständlichen Gedan- 
kenverbindung damit steht ; denn bald soll die Schwere Ursache des 
Drucks, bald nichts weiter als der Druck selbst oder der Druck Ur- 
sache der Schwere sein. Solauge ein solcher lkweis mangeliider 
Logik sich vorfindet, möchte es überflüssig sein von verfehltem Aus- 
druck, der sonst vorkommt, zu reden. Die meisten Sätze sind recht 
exact aufgestellt, gerade in Punkten wo es häufig nicht ^^oscliieht, 
auch sind die Experimente zur Erläuterung grossentcils passend ge- 
wählt; nur lernt man daraus nicht erkennen, was jede beobachtete 
Erscheinung dartut, und was sie nicht dartun kann: es bleibt stets 
der Eindruck eigenmächtiger Deutung. Die behandelten Gegenstände 
sind der Reihe nach: Mechanische Erscheinungen fester, tropfbar 
flüssiger, luftförmiger Körper; magnetische, elektrische Erscheinun- 
gen, Reibungs- und Bertihrungselektricitüt; Erscheinungen des Schalles, 
der Wärme, des Lichtes, Ausbreitung, Zurückwerfuug , Brechung, 
FarbenzerstrcuuDgi die neuesten Erfindungen. IL 

Lehrbuch der Geometrie mit Ut liuufjs- Aufgaben für huhere Lehr- 
anstalten. Voii Dr. Th. Spieker, Pruiessur am Realgymnasium zu 
Potsdam. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitt n. Sech- 
zehnte, verbesserte AuÜage. Potsdam 1884 Aug. biem. 326 S. 

Die 6., 8., 13, 14. und 15. Auflage sind im 217., 222., 251., 265. 
und 268. litt Bericht besprochen. Die wescntlicbstea, verbessernden 
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A«iiteiing«ii sind in 4er TOrigeD Auflage Tollxogen. Von der gegen* 
wflrtigeii Auflage erwibnt dae Yorwort anner einer Anxabl Ver- 
beMeroDgen im eiiuselnett, dass die Qnadratnr and Rectification den 
Kreises anf die Grenzmethode getttttzt sei. Anf die hiermit gegebene 
Anregung hin sei darttber bemerkt, dass der Iceine Schwierigkeit 
bietende Kadnreia des Grenzwerts der eingeschriebenen Polygon- 
fliehe bei Yerdoppelnng der Seitenzahl reebt aasfUhrlich dargelegt 
ist, wlhrmd Uber den höchst snbtOen entsprechenden Nachweis ftr 
den Um&ng sehr kurz hinweggegangen wird. Der angebliche be- 
weis** dentet im Grunde nur einen, in der Tat sinnreichen Weg an, 
sich dem Ziele so weit zu nfthem^ um ttberblicken zu können, was 
eigentlich bewiesen werden mflsste. Dass der beständig wachsende 
Umfang einen Grenzwert haben mnss, und warum: nämlich weil er 
kleiner bleibt als der constante Kreis, nnd warum dieses; dass aach 
dieser Grenzwert nur gleich oder kleiner sein kann als der Kreis, 
wird nicht ausgesprochen und wQide noch manche Erklärung er- 
fordern. Dass aber der Grenzwert durch eine Linie repräsenürt wirdi 
die im letztem FaNe innerhalb des Kreises liegt, wird als selbstver- 
ständlich vorausgesetzt und es ist doch, was zu bewdsen bleibt. 
Noch kOrzer wird die Annäherung von aussen abgefertigt, ttberhaupt 
also desto weniger Erklärung gegeben. Je mehr sie von der Sadie 
gefordert wird. Wäre es nicht instmctiver, vor aller Kreftsmessungs- 
theohe den unterscheidenden Umstand zu erörtern, dass die Flächen 
als Tdle von einander dargestellt werden können, die Linien im all- 
gemeinen nicht, 80 dass die Länge einer krummen Linie nur dadurch 
bestimmbar ist, dass sie von der Sehnenaumme unendlich wenig dif- 
^erirt? H. 

Repetitions-Compendium über alle Zweige der ElemenUr-Mathe- 
matik. Für Schüler der obersten Klasse der Gymnasien und Real- 
gymnasien, sowie für Abitarientcn, Stndirende and Lehrer der Matbe- 
inatik bearbeitet von F. J. Brockmann, Oberlehrer am Kgl. 
Gymnasium in Cleve. Stattgart 1884. Ferdinand Enke. 180 S. 

Das Kep 'titionscompeodium verfolgt, verschieden von dem con- 
tinuiriich methodischen Fortschritt eines Lehrbuchs, den Zweck, das 
gesamte auf den Gymnasien zu erwerbende Wissen als ein Fertiges 
zasammenzaBtellen. Es umfasst iu 5 Capiteln die Algebra and Arith- 
metik (d. i. Gleichungen und Combinatoxik), die Planimetrie, ebene 
Trigonometrie, Stereometrie and einiges ans der mathematischen 
Physik, in der Ordnung dass die bedeutenderen Teile, die von grösster 
Anwendung, vorausgehen, die sporadischen Zweige nachfolgen. Die 
Anfänge werden teils übergangen, teils, wie in der Trigonometrie, 
durch AnfMelinng der Formeln erledigt Der Vortrag tritt stets io* 
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gleich mitton in dio Theorie dn. Nach Vaiigabe ihrer Bedeotmig 
(ttr die Theorie werden alle Lehrgegenstftiide, Methoden nad der Er- 
örterung bedOrfendc Punkte recht eingebend vom Standpaakte des 
Lehrers oder reifen Scholert besprochen, dabei Jedoch weniger die 
Bekanntscbaft mit herkömmlichen Einftthrungeii als vielmehr die freie 
Geistesentwickelang Torausgesctzt. Die Darstellangsweise ist ein&ch 
und leichtverständlich. Der Stoff ist in keine umfassende, erschöpfende 
Systematik ciugepasst, die Bearbeitung bemht vielmehr anf AnawaU« 
die gut und ausreichend scheint, wiewol wir darin den Urteilen der 
Leser nicht Yorgreifeu dürfen. H. 

Elemente der reioen Mechanik als Vorstudium ftr die analytische 
und angewandte Mechanik und feir die mathematische Physik aa Uni- 
versitäten und technischen Hochschulen sowie zum Selbstanterieht 
Von Dr. Jos. Finger. Professor an der k. k. technischen Hoch* 
schule und Docent an der k. k. Universität zu Wien. L Liefemag. 
Wien 1884. Alfred Hölder. 128 8. 

Das Werk soll in 5 oder 6 Liofcrtingon erscheinen. Es ist 
ciiLiraktfristisch für dif Bearbeitung, dass der empirische Ursprung 
üv/c liegritfe, um welche es .-iih iu den l'rinciiden der Mt-chaaik ban- 
delt, cülhüllt und zur Gehuug gebracht wird. Die Wichtigkeit der 
Kenntuiss desselben für die Logik der Forschung und der Didaktik 
ist nicht zu bestreiten. Dass dieser Ursiirun^ lu allen Pnnkten riciiiig 
crfasst nnd ans Licht gestellt ist, uud dass sich darin keine blosse 
Wiedergabe fremder Ideen, hüudern der eigene klare Blick des Ver- 
fassers kund gibt, ist anzuerkennen. Damit ist freilich der folgende 
Satz iu der Vorrede, der im Gegenteil eine irrif?e Auffassung ausdrückt 
und einen Misgriff iu der Darst» Uung erwartt ii lässt, uicht wol zu 
vereinen. „Der auf keine Erfahrung geiiützte, undefinirbare nnd 
ganz und gar uufruclitbare Begriff d» r absoluteu Knhe und Bewegung 
wurde voui Verfasser ganz fallen gelassen, uud es wird — den Tat- 
sachen entsprechend — eiuo jede Bewegung stets nur als eine rela- 
tive Bewegung betrachtet." Obgleich diesem nicht iniszuverstehendeu 
Grundsatz in der Bearbeitung keine Folge gegeben wird, so verdient 
er doch an sieh eine eingehende Kritik. Undetinirbar ist die abso- 
lute Ruhe Uberhaupt, die absolut«' Bewegung zunärhst rueksichtlich 
der Zeit- oder Geschwindigkeitseiiiheit , die völlig willkürlich bleibt. 
Von di«'vor Abliängigkeit i>t otTonh.ir Iii»;r nicht die Rede, nnd der 
willkürliche actor in Linien- und Zeitmass ist wegen Homogeueität 
aller Gleichungen in Bezug auf dieselben von keinem Einiluss. Hier- 
von abgesehen ist die absolute Bewegung undefinirbar vom rein geo- 
metrischen, nur teilweise vom dynamischen Gesichtspunkt. T)ie »nn- 
piriscben Gesetze bestimmen die üowegong bis auf 9 ondelioirbare 
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Constanten, deren 6 die anfängliche Lage, 3 die anfängliche Trans- 
lation der Eörperwelt ausdrücken, vollständig. Hieraus ergibt sich 
zwar eine Relativität der Bewegung, nämlich zum Anfangszustand: 
doch pflegt man unter relativer Bewegung nur eine Bewegung des 
Teils relativ zum Ganzen, nio aber des Ganzen relativ zu einem An- 
fang zu verstehen, und erstcres kann auch hier nur gemeint sein. 
Die Bewegung bestimmt sich also empirisch absolut nicht nur unter 
Voraussetzung einer gegebenen Epoche, sondern auch teilweise unab- 
hängig davon für jeden Zeitpunkt, nämlich nach Unterscheidung von 
Translation und Rotation, bezüglich auf letztere, die gar keiner Will- 
kür unterliegt. Es würde z. B. den cclatanteston Widerspruch gegen 
die Wirklichkeit ergeben, wollte man eine als ruhend betrachtete 
Fundamentalaxe durch Sonnen- und Erdmittelpunkt legen; denn die 
Erde müsste dann nach der Sonne fallen. Da hiernach die absolute 
Bewegung ihrem Hauptteile nach massgebend für die Theorie ist, so 
kann man sie auch nicht schlechthin „fallen lassen"; damit würde 
eine wesentliche Lücke in der Theorie verbunden sein. Für jede 
consequente Theorie, nicht etwa bloss für bequemen Ausdruck, ist es 
notwendig, von der tatsächlich gegebenen relativen zur absoluten Be- 
wegung überzugehen, und um deutlich zu sein, diesen Uebergang 
ausdrücklich auszusprechen. Dabei ist zu bemerken, dass in den 
Priücipien der Mechanik kein Anlass vorkommt das vorausgesetzte 
ruhende Axensystem zu bestimmen; die Bestimmung bleibt der an- 
gewandten Mechanik vorbehalten, welche erst die dazu nötigen Beo- 
bachtungsdata dazu bringt. 

In dem citirten Satze der Vorrede ist demnach irrig, dass der 
Begriff absoluter Bewegung „auf keine Erfahrung gestützt", und dass 
er „unfruchtbar" sei; es ist aber auch ferner ganz unzutreffend, dass 
der Verfasser ihn habe „fallen lassen". Im Gegenteil vollzieht er 
schon auf 2. Seite erklärtermassen den Uebergang von der relativen 
zur absoluten Bewegung durch die Bestimmung, dass das Fundmontal- 
Axcnsystcm beständig dasselbe bleiben, und nur von Ruhe und Be- 
wegung schlechthin die Rede sein soll, wo nicht ausdrücklich eine 
Relativität zu irgend einer Bewegung angegeben ist. Hiermit wird 
er in der Tat innerhalb der Grenzen des Buchs, die ja nur die reine 
Mechanik enthalten, also die Einführung von Datis ans der Wirk- 
lichkeit ausschliessen soll , der Forderung gorecht. Denn die Ruhe 
des Fundaraental-Axensystcms ist dadurch implicite zur Voraussetzung 
gemacht. Nun soll aber das Buch Vorstudium auch für die ange- 
wandte Mechanik sein, und, wenn dies nicht auf dem Titel stünde, 
selbstverständlich kann man von der reinen Theorie verlangen, dass 
sie sich nicht bei Anwendung auf die Wirklichkeit falsch erweist 
Da zeigt sich denn doch die vom Verfasser getroffene Auskonft, 



21 



Motiv der Anordnang, dio Frage, ob dieselbe aotwendig oder will- 
kürlich sei, mit Stillschweigen Stt flbergehea, dorchaos anznlässig. 
In der Tat ist die Yoraussetzang absoluter Ruhe des Fandameotal- 
Azensystems notwendig, and bei jeder Anwendung auf die Wirk* 
lichkcit mu88 gefragt werden, ob dasselbe wirklich ruht; denn da- 
durch ist die Gültigkeit der Resultate reiner Mechanik bedingt, wie 
z. B. der Fall des Foucault*schen Pendels zeigt Spfttere Bemer- 
kungen scheinen das Veraftamte im einzelnen nachholen zu soUen, 
doch ersetzen können sie es nicht, sie sind an unrechter Stelle an- 
gebracht ondenüich und lassen Begrttndang ?ermissen. 

Die vorliegende Lieferang erstreckt sich auf Statik und Dyuainik 
eines ruuktes, worauä zu urscli* n , dass zum oborstcn Eiutoilungs- 
priiicip die Unterscheidung des KratLübjectes, Pünkl und Körper oder 
Punktsystem, f^owühlt ist, während die n.'ichste Uiitereintoilung in Staiik 
uud Dynamik, wie sonst besteben bleibt. Der Lehrgang unterscheidet 
sich nicht wesentlich yüu dem der gowöbnlichcn analytischen Mecha- 
nik; wie dieser schreitet er in allgemeinster Form und Auffassung, 
wiewol mit Bevorzugung graphischer D^irbtelluug fort — man niUsste 
CS denn als ein syathetisebes Element ansehen, dass die Kräfte in 
der Ebene den Kräften im Räume vorhergehen. Hervortretend ist 
dagegen die ungemeine Ausführlichkeit und Grtindlichktit der Dar- 
stellung von Gegenständen, die sich nur wenig über die ersten An- 
fänge erheben. Was man sonst kurz zusammenzufassen pflegt, ist 
vielfach zerlegt und ausgebreitet. Der in der Dynamik unentbehr- 
liche Grundsatz, dass die relative ^Vl^kü^g jeder Kraft unabhängig 
von der Bewegung des Objccts ist, ist zum Ausgangspunkt der Statik 
gemacht und wird beständig angewandt. Er enthält offenbar das 
Parallelogramm der Kräfte und die «„'esamto Theorie der Zusammen- 
setzung und Zerlegung der auf ciuen Tunkt wirkenden Kräfte in 
einen Gedanken zusammengefasst , und es war leicht dieselbe sofort 
im ganzen daraus herzuleiten. Obwol auch hier die Begründung ganz 
darauf beruht, so wird doch das Ziel erst nach vielen Betrachtungen 
erreicht. Einer Rechtfertigung bedarf dies Zuwerkegehen nicht: es 
richtet sich nach dem bosoudern BedOrfniss der Lernenden. H. 



Sammlungen. 

Sammlung Ton arithmetischen und algebraischen Fragen und Auf- 
gaben, Terbnnden mit einem systematischen Aufbau der Bsgriffs, 
Formeln und Lehrsätze der Arithmetik, flOr höhere Schulen. Ton 
Dr. Hermann Schubert, Oberlehrer an der Gelehrtanschnle dea 
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Jobftnn«iiiiis iaHamlmrg- Erstes Heft: Für mittler» Klisseii. Zweites 
Heft: Fflr obere KUusen. Potsdam 1883. Aag. Stein. 448 S. 

Diese Aafgabensammltuig zeicb&et sieb besonders durch Vielsei* 
tigkeit aus. Der Um&og der Operationen, aaf deren Einübung sie 
eingerichtet ist, entspricht den gesetzlichen Anforderungen der Scbnl- 
ezamina. Doch sind ausser den Operationen noch mancherlei Gegen* 
stände in den Kreis dw Uebnngen gesogen, namentlich die Algo* 
ritfamen einschliesslich aller die Form der Schreibung nnd geordneten 
AitsfUhrnng betreffenden Regeln. Aach ist die anf Arithmetik be* 
zllgliche alte Geschichte der Griechen« R5mer nnd andrer Völker viel 
berUcksIchtigt Alle ndtigen Erklirongeu, S&tze and Regeln sind 
derart anfgof&hrt, dass der Gebrauch eines besonderen Lehrbuchs 
bei den Uebnngen entbehrlich wird. Die Answahl der Beispiele, die 
teils in Formel, teils in Worten and Einkleidung , woraus der For- 
melansatz su finden ist, gegeben sind, ist Tortreffiicb. Sie bean- 
sprachen im ganzen ziemlich viel Selbstdenken der Scbfiler. Die 7 
Abschnitte sind: Einführung in die arithmetische Sprache; Operationen 
erster, zweiter Stufe, Anwendungen der Gesetze beider (Gleichungen 
1. Grades), Quadratisches (Gleichungen 2. Grades), die 3 Operationen 
3. Stufe, Combinatorik, Kettenbrttche, diophantische Gleichungen und 
dnige GegeuBtftnde höherer Arithmetik und Algebra. H. 



Rechenbuch f&r Gymnasien, Realgjrmnasien, Ober-Realschulen, 
Realschulen, höhere BOrgorscbulen, Seminare etc. Von Christ 
Harms, Professor an der Realschule in Oldenburg, und Dr. Alb. 
Kallius, Oberlehrer am KOnigstlldtischen Gymnasium in Beriin. 
Zehnte Auflage. Oldenburg 1883. Gerhard Stelling. 263 8. 

Die 3. Auflage ist im 224. litt. Bericht S. 35, die Gte im 251. 
litt. B. S. 36 besprochen. Yerändernogen haben nicht stattgefunden, 
nur in der 8ten betreffend die Orthographie. H. 

Physikalische Aufgaben für die Prima höherer Lehranstalten. 
Von Dr. Karl Jansen, Ordentlichem L«}hror am Realgymnasiora zu 
Düsseldorf. Freibuiig im Breisgau 1683. Herder. l&O S. 

Diese Sammlung von 558 Aufgabca ist zum Gebrauche der Schüler 
bestimmt und Bchliesst sich dem physikalischen Unterricht in Prima 
an, wie er etwa denk Lehrbuch von Müncli entspricht. Die Aufgaben 
verlangen, mit einzelnen Ausnahmen, Ausrechnniii,' aus Datis, die, 
namentlich in der Mechanik, die analytisciio Ausdrucksfurm (in Coor- 
dinatCQ u. ä. auweudeu. Sie setzou die idealisirte Aufafiäuug aus 
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der Wirklichkeit entnommener GegeDsUindc und Vorgänge . mithin 
IsoliruDg der Kraftwirkungen voraus, d. b. mit Ausschluss aller Tur- 
rectioncn. Der erste Teil umfasat die Mechanik, in grösster Aus- 
dchnaog die der starren Körper, doch sind Stoss, Rcibuug, Fluida 
und Gase gleichfalls berücksichtigt Der zweite Teil betrifft die 
Akustik, Optik, Wärme, Magnetismus und EIcktricitilt. Dann folgen 
die Resultate ftUcr Aufgaben, endlicb eine Anzahl physikalisclier 
Tabellen. H. 



Znr Nachriebt für Mathematiker, besonden Fremde meiner Anf- 
gabensanmlung. Von £. Bardcy. Zeitschr. für matb. n. natnrw. 

Unterriebt, Bd. XV. Heft 3. 8 a 

Der Artikel ist Enl^nnng anf Sinram's „Erwidemng betreimd 
Bardey*» Anfgabcnsammlang'', im 279. litt Beriebt S. 28. Sinram's 
Schrift ist hervorgemfen dnrdi die darin citirte Aenasemng Bardej*a, 
in welcher letzterer sieb den Anschein gibt, als wenn ausser 3 
nannten Aufgaben keine Entlehnung ans fremden Sammlungen statt- 
gefnnden hätte, womit Stnram indireet der Unwahrheit beschuldigt 
war — und begegnet der Bescbuldiguug durch AuiWeisnng einer hin* 
reichenden Anzahl abereinstimmender Aufgaben. In Bardey's gegen* 
wftrtiger Schrift wird die factiscbo Uebereinstimmnng bei keinem der 
von Sinram angefahrten Beispiele bestritten, ausserdem unter IT. erst 
im allgemeinen die Aebnlichkeit bd sehr rielen, dann die Aulnalime 
von 6 bestimmten, und unter III. die Aufnahme anderer, nur mit 
Zurackftthmiig der Antorscbaft von Heis anf M. Hirsch, eingeräumt 
Hiermit ist die Angelegenheit, soweit sie den Artikel im Arebiv be- 
trifft, erledigt. Die Frage, ob eine neue Verwendung schon früher 
publicirter Aufgaben verwerflich sei, beschäftigt uns nichts und wfirde 
flboliaupt kein Interesse haben, wofern der Verfasiw nidit sagt oder 
andeutet, dass er anf Originalität Anspruch macht Auch auf son- 
stige Angaben Aber das Verhältniss zwischen den Sammlungen von 
Bardcy und Heis und Andern gehen wir nicht ein, verweisen dagegen 
auf die Wflrdigung, welche de» Ver&sser in der auallllirlidMsreii 
Brochfire herausgeg. von den Scbnlinspectoren J. Klein und J. Hoff» 
mann uuter dem Titel: „Antwort anf die Auslassungen Dr. Bsidcy'a 
in dem 2. Hefte der Zeitschr. fflr math. q. naturw. Unterricht von 
J. C. V. Hoffmann 1683 über das tou den Unterzeichneten heraus- 
gegebene Rechenbuch für Seminaristen nud Lehrer. Dtlsseldorf 
— erfahren hat. Hoppe. 
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Tabelleo. 

Table8 do logarithmf's .\ six decimalcs conalruittö sur uu plan 
nonvt au par Adolphe Brno ist. Docteur en droit, Membre de la 
Socicte Math^matique do Fraace. Sechsstellige Loj^arithnien-Tafelu. 
Nach einem ucueii Plane zusammengestellt von Adolph Benoist 
Paris. Ch, Delagrave (W. Ilinrichseu). 391 S. 

Auf die Beae Aoordnong legt der Yerfiwser »Is eigne Erfiodtitig 
Gewiclit Die £ntrees sind im Hanptteil dieselben wie bei den sie- 
beuteHigmi Tafeln von Bremiker; Ton den 6 Stollen d«^ Logaiitbmen 
sind die 2 ersten der je 5ten Zeile vorgedmckt In den trigonome- 
trischen Tafeln sind die Complementarfanctionen nicht neben einander 
gestellt, sondern die Winkel von 0 bis SO*^ dnrcbgefUbrt; nnr die 
Logarithmen der Sinns und Tangenten stehen auf den 2 sngleich 
sichtbaren Seiten neben einander; die Sechstel der Minuten gehen 
durch eine Zeile. Neu berechnet und hinzugefügt ist links vom 
Entree der Differenzentafeln die antilogarithmiscbe Differenzentafel, 
d. h. dio Angabe der Differenzen der Zahlen fiftr die Einheiten der 
Differenzen der Logarithmen. Die bei Bremiker unter der Zahlen- 
tafel befindliche Ergftnxnngstafel fOr kleine Kreisbogen ist beibehalten. 

H. 



FanÜBtelligc logaritbraische nnd trigonometrische Tafeln nebst 
einer grösseren Anzahl von Hilfstafeln, herausgegeben von Dr. Adolf 
Qreve, Oberlehrer am Karls-Oymnasinm zn Bemburg. Bielefeld nnd 
Leipzig 1884. Velhagen n. Klasing. 171 S. 

Die Tafel ist fUr den Gebrauch in der Schule und im gemeinen 
Leben bestimmt. Sie zeichnet sich durch sehr deutlichen Drnck bei 
massig grossen Ziffern aus und unterscheidet sich durch Augabo der 
Secuuden-Differenzeu und sehr viele Zugaben teils an Formeln, teils 
an kleinereu Tafeln. Unter letztem sind zu nennen die Tafeln zur 
Berechnung 12steniger Logarithmen, Tsteliiger Logarithmen und 8- 
stelliger Antilogarithmen . die 8 stelligen brigg'schen und natürlichen 
Logarithmen der Prim -ihlen <^ 1000, und Vielfache des Modulus, 
eine Factorentafel bis IuhJ; mehrere zur Ergänzung und Gebrauchs- 
erleicbterung^ dienend»^ Tafeln für trigononietriscbe Tafeln, Tstelligo 
trigonometrische Zahlen für alle Grade, Quadrate bis lÜOO, Kuben 
bis 100, 4. 5 ... 9te Potenzen bis 30, Poteuzeu von 2, 3, f>, Qua- 
dratwurzeln bis 100, Binorainalcoefficienten, Tstelligc Pro du cte, phy- 
sikalische Tafeln, die Werte vieler Ansdrttcko in », n. a. m. 

H. 
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Fttnfstellige Loparithmcn -Tafeln. Von Friedrich Wilhelm 
Rex. Erstes Heft. Die Logarithmen der Zablea and der gooiome* 
Irischen Fonnels. Zweitee Heft. Die Additioiis- »ad Sabtiiolioiit- 

logarithmcn der Wertho JZT^i Kepcr schc Logarillinien, natdrlicbe 

Zahleawertho der gouiomctrischen Fanctionen nnd Bogenlängen^ 
Sehnen nnd Pfeilhöhen; Potenzen- nnd Kreistafel; Quadrattafel, 
Rcciprokentafel ; Anhang. Stereotjrp-Drnck. Stntteut 1884. J. B. 
MeUier. 174 + Vm 8. 

Das höhere Format hat der ersten Tafel den Vorteil gebracht, 
dass jo 1000 Zahlen auf 2 Ncbonseiten stehen. Am Schluss derselben 
folgen die Tstclligen Logithmen der erstea KKO fünfziffrigen Zahlen, 
dauQ Werlo eiu/eluer Irrationalen, logn! etc., bernouliische Zahlen- 
Die trigonometrische Tafel geht in den 6 ersten Graden darch die 
Sechstel Minuten, mit Beifügung des Entrees in Sccuuden, dann von 
vom beginnend durch die Miuuteu. Ihr folgt eine Tafel zum Ueber- 
gang von lugigr auf log cos r, logsinx. Den Inhalt der übrigen Ta- 
feln gibt der Titel. Ein Anhang enthlUt physikalische Tabellen. 

H. 



Vermischte Scliriften. 

Acta Mathemitict. Zeitschrift heimasgegeben von 6. Mittag- 
Leffler. 3. Stockhoim 1884. F. n. a. Beyer. Berlin, Mayer n. 
HflUer. Paris, A. Herman. 

Der Inhalt des 3. Bandes ist folgender. 

L. Koenigsberger: Ucber die einer beliebigen Differential- 
gleichung 1. Ordnung angehörigen selbständigen Transcen- 
dcnten. 

H. Poincar^: Abhandlnng ttber die Klein'scfaen QnippeiL 

M. Krause: Ueber die Transformation der elliptischen Fuut- 
tiuiK n. — Ueber die Transformation der hyperelliptischen 
Functionen 1. Ordnung. — lieber den Multiplicator der 
hypcrelliptischen Functionen 1. Ordnung. 

L. LindeJöf: Eine Frage aber lebensUnglicbe Besten. 

Hj. Meli in: Eine Verallgemeinerung der Gleichong 



Digitized by Googl 



LüUrarüeUr Berwki 11. 26 

Ueber gewisse durch die F Function aoBdrückbare unend- 
liche Prodncte. 

C. de Sparre: Ueber die Gleichiiiig 

W'^X^ dna- ' * cnx *^ snx \d9 

(T4-v)(»ii + v + l) + AÄ^(n+ v-f v,+ Vj)(n—V— v,-v, + l) + Aj. 

E. Beltrami: Ueber die deirtremagnetiiefaeii Klveaaicbiebteiiif 
C. Le Paige: Ueber FlAchen 3. Ordnong. 

F. Prym: Ein neuer Beweis für die Riemann'sche Thetaformcl. 

— Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. 

A. Krazor und F. Prym: Ueber die YeraUgemeineraiig der 
Biemann'scheB TbetalormeL 

A. Stcon: Note über gewibsc liucare Differcntialgleichnngcü. 

G. H. Halpben: Ueber die Invarianten der linearen ^eren- 

tialgleichongen 4 Ordnnng. H. 

Bulletin de la Soci^t^ Math^matiquo de France, publik par les 
secr^taires. Tome XI. Ann6e 1882—83. Paris 1883. Au ai^ge de 
la soci^t^. 

Der 11. Band enthilt folgende Abhandlnngen. 

£. Lemoine: Einige Wahrscheinlichkeitfiaufgaben geometriBch 
gelöst. 

£. Picard: Ueber die Reductiou der Anzahl der Perioden der 
Abel'schen Integrale, inabesondere im Fall der Cnrven 
2. Art. 

Fouret: Ueber eine Eigeulümlichkeit in lietrfff zweier raate- 
ricller Systeme aus gleichvielcn Punkten von gleichen Massen. 

Zell er: Doppeltes Fnndamental-Kalender-Problem. 

Perrin: Ueber den Fall der Lösbarkeit der Gleichung 5. Grades 
durch Wurzelansdrücke. — Note über die Kesidua der In- 
varianten und Covarianten der binären Formen. 

Appell: Ueber gewisse Beihenentwlckfllangen fon Potensen. 
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£. Lucas: Beweis des Satxes TOD Claufien und Staadt Aber die 
BeraoalU'schen Zahlen. 

David: lieber 2 neue Reibenausdriickc für den sin und cos 
eines gegebeaea Bogens. 

N. VanS^ek: Uebor die EUipfen beschrieben dnrcfa die Punkte, 
welche nnveranderlicb an ein constantes Segment gcbanden 
sind. 

Poiin ari : Uebor einen Satz ans der alb' m 'inen Theorie der 
FunctioiH H -- üebcr die Functionen Ö. — Ueber die 
ganzen Functionen. 

Bobek: Bemerkung aber die Strictionslinie des einscbaligcn 
Hyperboloids. 

D'Ocagne: Ueber den Krttmmnngsmitteipoakt der Verfolgnngs- 
cnrven. 

Gonrsat: Ueber die Differontialglciebuugen 4. Ordnung, deren 
Integrale eine bomogonen Gleicbung 2. Grades erfüllen. 

Perrot: Ueber das Länfer-Sjstem. • 

Lncicn L6vy: Ueber dio abwickelbaren Flächen, welche durr Ii 
Berechnung eiues Büschels von parallel auf eine gegebene 
Corvo fallenden Lichtstrahlen gebildet werden. ü. 
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Litterarischer Bericht. 

m. 



Arithmetik, Algebra und reine Analjsis. 

lieber Beta- ond GammafonctioiRu. Von Phil. Dr. J. Anton 
Schobioc b. Halle Iti^. Louis Nebert. 4^ 11 S. 

Der Aufsatz entbUt mumich&che Versache in der Theorie der 
fSoler'schen Fancttonen etwM neues zu finden. Die letzte Formel 
beweist, dass die Anstrengongon nicht ganz ohne £rfolg waren. Die 
Untersuchung beginnt mit dem ersten Euler'schen Integral, das gewöhn- 
lich mit B bezeichnet wird, geht aber sehr bald unabänderlich auf den 
Fall über, wo das eine der 2 Aigomente eine ganze Zahl ist. Hier ist 
B keine Transcendente mehr, sondern eine rationale Fuuction des an- 
dern Arguments, die auch in Gl. (5) angegeben ist Daher bat auch 
Gl. (7) , die wol auch in der Theorie der bestimmten Int^ale kein 
nenes Besnltat vorstellen soll, keine directo Beziehung zu jenen 
Transcendentcn. Sie wird angeblich als Qnello neuer Sätze aufgestellt. 
Was daraoB abgeleitet wird, ist die Gl. (11), mit welcher die Be- 
trachtung der B überhaupt schliesst Dieses Endergebuiss ist nun 
eine reine Identität von Producton linearer Binome, deren Factoren 
alle einzeln auf beiden Seiten der Gleichung übercinstimraen, bedurfte 
also nicht der Rechnung mit bestimmteu Integralen. Dieselbe wird 
in der Form (15) mit i' Function u geschrieben, was eine nnwesent- 
liche Aendemng der Schreibart ist Zu diesem Zwecke wollte der 
Verfasser an bekannte Beziehungen der B und V erinnern. Dass er 
aber die Gl. (13) und (14), deren erstere nicht einmal in Anwendung 
kommt, erst herleitet, Oberdiee mit demselben ungerechtfertigten 

AiA. i. Kfttk. «. Vhf«. 3. UeUi«, T«il I. a«ftni. 8 
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Uebergang zur Grenze, den Gauss sich erlaubt, war jedenfalls sehr 
tiberflüssig und inconsequent , da er die eigentliche Kelation der B 
und r unmittelbar als bekannt aufstellt. Nach Ausdruck der B in 
r crhiilt er die Gl. (20), welche nichts weiter ist als die Gauss'sche 
Uelaliuu der F nach Division zweier Worte beider Seiten der Glei- 
chung, die jodoch, ub\\ül sie allgemein gilt, hier nur für ganze Zahlen 
a und b bewiesen auftritt.. Bis dahin besteht also die ganze Leistung 
nur in Umsclireibung selbstvcrBtändlicher oder beiiaunter Gleichungen. 
Solche ümsL-ljreibungin können sehr nützlich sein , wenn sie dem 
Zwecke einer Untersuchung durch veränderte AuffasBungsform dienen. 
Hier ist es aber umgekehrt: ein längerer Transformatiouswcg führt 
nur zu einer Schreibweise, deren Anwendung schwerlich je vorkommt 
Die folgende Untersuchung beginnt mit einer, absichtlich herbeige- 
zogenen, günzlich zweiklosen Unischreibung, mit der sie übrigeoi 
gar nichta zu tun hat. Der YerfaMcr nenut das integral 

welches jedennann jfttr eine F Fnnctioii mit dem Factor ^ anflehen 

wird, eine „Verallgemeinerung der F Function" und bezeichnet sie 
als Function zweier Variabcln, trotzdem er dessen Ausdruck in f 

bald findet, vnd der Factor ^ in allen Formeln sichtlich ein nnregel* 

n:?tssigi'B EK niont b'Mct. Von dieser capriciusen Schreibweise abge- 
sehen ist der Untcrsucliungsgang derjenige, welchem die Ilerleitung 
der Gauss'schea Kelation den Weg zeigt Es wird logr(&) durch 
ein bestimmtes Integral dargestellt, für b eine arithmetische Reibe 
Bubstituirt, und die Summation vollzogen. Kur ist bei jener das 
Intervall ^1. hier beliebig. Nach Subtraction zweier Ausdrucke 
derselben Form, aber beliebig verschiedener Gliederzabl gibt sich 
lüiclit ein Fall zu erkennen, in welchem das Integral in endlicher 
Form darstellbar ist, indem d» rjouige Teil der zu integrireudeu 
Function, dessen Nenner 2 binomische Factoren bat, wegfällt. Die 
Specialisirung lässt die 2 ganzen Zableu <j unbeschränkt und re- 
ducirt nur die 2 Irrationalen auf eine. Um siclitbar zu machen, dass 
eine solche willkürlich bleibt, wolieu wir im Schiussergebniss für n, 
^', m schreiben pv^ gv^ pquv^ dann lautet die Gl. (31): 

Hier ist zugleich ein Fehler herichtigt, der sich durch eine Reihe 
von Gleichnogen hinsieht und dadurch entstanden ist, dass die Mul- 
tiplicatlon einer Gleichung bei einem Term Tergesaeo worden ist; 
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statt des Erponenten ^-g— mnsi stehen p Die gesamte Ar- 

beit darf man wol für ein Specimen halten, durch welches der Ver- 
fasser seine Fertigkeit in der Behandiuog bestimmter Integrale dar* 
tan wollte. In diesem Sinne wird freilich das Urteil voo aller darin 
enthaltenen Mystification wenig berührt H. 



Graphisch-mechanische Methode zur Autiubuug der numerischen 
Gleichungen. Von Dr. C. Eeuschlo, Professor au der technischen 
Hochschule in Stuttgart. Stattgart ltiö4. J. B. Metzler. 04 S. 

Das Princip in noeb ziemlieh spedeUer Gestalt ^ wie es jedoch 
nach Erfahmng des Verfassers für den Erfolg die günstigste ist» ist 
folgendes. 0areh lineare Substitution kanu mau im voraus einen 
Coefficienten der Gleichung zu 0, zwei andre zu 1 machen. Sie laute 
alsdaim: 

dann läast ne sich zerlegen in 

Bt trachtet man ^ als Coordinaten, so geht die erstcrc Gleichung 
aus der der Parabel 

dorch Verschiebung in der r und y Ricbtnog ohne Drehung hervor. 
Zeichnet man nun auf ein in Millimeterquadrate geteiltes Blatt die 
der zweiten Gleichnng entsprechende Cor?e und auf Pauspapier die 
Parabelschar y ox^ nebst Axeu, so geben nach gehöriger Verschie» 
bung des letzterem auf ersterem die Abscissen der Schnitte der Pa* 
rubel a mit jener Corvo sämtliche reelle Wurzeln der Gleichung. 
Die besondere Zeichnung der Cnrve für jeden neuen Fall wird er- 
spart, wenn n ^ 0 ist. Bei Gleichungen 6. Grades hängt sie nur von 

einem Parameter d ab; diese werden daher gelöst dorch Yerschie- 
' bung einer Parabelschar auf einer einfach unendlichen Curvenschar, 
welche ein für allemal zu zeichnen ist und dann für alle Fftlle aus- 
reicht Bei Gleichnogen 5. Grades ftllt auch d weg, und es ist statt 
der Curvenschar nur eine Curve zu zeichnen. Man hat dann über- 
dies die Wahl, ob man lieber eine Parabel ps=a^ tad einer Gurven- 
Bchar verachieben will, indem man bei Reduction der Gleichung a ==- 1 
macht und den Coefficienten von stehen Iftsst Beide Vorteile 
hat nun derVer&sser ausser Acht gelassen, es ist nicht zu verstehen 
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waram. Fr roducirt nftmllch anfangs nur einen Gleicbnogscoeffiei- 
enten auf 1, den zweitpn erst nacbtniglich bei der Gleichung 6. Gra- 
des, wo es als nncntbcbrliches AoBkattltsiiiittel erscheint. Zur Auf- 
lösnng der Gleichung 5. Grades, sagt er ausdrücklich, mfisse eine 
Parabelsdiar auf einer „Uyperbelschar^^ verschoben werden. Bei des 
Gleichungen niederer Grade treten weitere Yereinfachuiigeii ein, die 
ieiclit za finden sind. Die praktischen Fragen sind reichlich er- 
wogen und anseinandeigesctzt, viele Figuren dazn iu den Text ein- 
gelegt. Ferner werden vielerlei Hodificatioaen dea Verfahreaa b»- 
spEocben. Da nan £Dr die gesamte Anwendung nur einige TgUig 
individuelle Figuren erfordert werden, die nur in der Ansdehnnng 
und Liniencinheit varüren können« and fttr letztere der TerfiMser 2 
Centimeter als diu günstigste OrOsse betrsditet, so ist der Gedanke 
an die Hand gegeben, wiewol nicht ausgesprochen, die erfbrderiidMi 
Zeichnungen gedruckt heraussugeben, wodurch die Anwendung des 
Verfahrens fttr den Einxelaon bedeutend erleichtert und seiner Auf* 
nähme eine weit grossere Verbreitung verschallt sein wftrda. In einer 
Kote empfiehlt der Verfaraer, statt des Pauspapiers Gelatine-Papier 
zu nehmen. H. 



Theorie des approximations nnni6riquc8. Notions de calcoi 
approximatif. Par Ch. Galopin-Schaub, Docteur sciences 
math^matiques (de la Facult^ de Paris). Genöve 1884. H. Georg. 
öO a 

Das Buch ist zur Belehrung von Studenten bestimmt, bei denen 
der Verfasser die Kenntniss und Beachtung der Regeln approximativer 
Rechnung sehr vermisst hat. Es macht nicht den Anspruch voll- 
stftndiger oder wissenschaftlicher zu sein als seine Vorgänger, bestrebt 
sieh aber klare und leicht anwendbare Regeln in logischer Ordnung 
zu geben, mit denen Beispiele zur Unterstatzung verbunden sind, wo 
es förderlich schien. Dies sind die Gesichtspunkte laut der Vorrede. 
In der Tat kann es bei einem Gegenstände, der für einen entwickelten 
Verstand kaum etwas unbekanntes enthalten kann, nur die Klarheit 
des Ausdrucks sein, was man an der Bearbeitung sucht In dieser 
Hinsicht leistet der Vortrag etwas zu viel in Verschweigung alles zum 
Verstftndniss notwendigen. Ohne glückliche CoiUectur wird man nir- 
gends erraten, wovon der Verfiisser spricht Um welche Au4;abe es 
sich handelt, ist nirgends gesagt. Vielleicht hat der Verftsser Ge- 
wöhnung an gewisse familiftre Redeweisen bei seinen Lesern voraus- 
gesetzt. In weiterem Kreise möchte jedenfalis das Buch von keiner 
Anwendung sein. B. 
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OlwerTattoBB relatiTM & one note pr^cödente de BL Menabreo, 
coBoemant U wtm de Lagrange. Par A. Genocohi. Comptes 
Beodw. 

Das YorliegeDde berichtigt eiaeo Artikel in den Gomptee Bendnt 
von Mooabrea, worin dieser an beweisen versncht, dass die zwei 
Kriterien der ConveiiKeni der Lagraoge'schen Reihe für die Anllflsnng 
der Gleicfanng m = ti-f*/(<'^)t fMB^^ttt tob Lagrango nnd von Canehy, 
identisch seien. Beide stimmen nnr ttberein,, solange die Tenne der 
Beihe Air /(as) positiv sind. . ^nd sie es nicht, so wOrde man cor 
Anwendung der Lagrange'sehen Formel ihre absolnten Werte nehmen 
und die so entstehende Function fttr /<«) substitniren müssen, wah- 
rend die Canchy'sGhe Formel allgettiein gilt Chi6 hat suerst gez^, 
dass die Formel von Lagrange nicht allgemein ist Femer erklärt 
Qenoechi die Behauptung für unrichtig, dass Lagrange mit seiner 
CouTergenzregel die notwendige Bedingung habe gehen wollen, unter 
der die Reihe die kleinste Wursel ausdruckt Es liegen hier zwei 
Schriften von Lagrange vor: in der ersten von 1768 untencheidet er 
die kleinste Wurzel nicht, während er von der Conveigenz handelt, 
in der zweiten von 1798 sucht er die Reihenehtwickelang für die 
kleinste Wurzel . ohne die Frage nach der Gonvergens zu berOhren. 
Schliesslich erklärt GoBOcchi den von Henabrea gegebenen Beweis, 
dass die Lagrangc'sche Reihe, wenn sie convergirt, die kleinste Wurzel 
darstellt, fttr un webend, doch köane Btaa ihn ergflnzeB mittelst 
eiaes Theorems von Chiö. H. 



iBtomo alla fhnzioBe r{m) e aUa serie deUo Stirliag che bo 
esprimo il logaritmo memoria di An g el o G en o c c h i. Kapoli 1883. 
Tipogr. d. R. Acc d. scienze. 4^ — 18 S. 

Ancora la serie dello Stirling, nota del Prof. Augelo Go- 
nocchi. Append. a. prec. ment 4^ — 6 S. 

Die Schrift bat Arbeiten aas älterer Zeit vom Verfasser und 
von einer grossem Ansabl Autoren, welche die approximative Be- 
reohoBog von log r{x) untersucht haben , Euler , Gudermann , Biuet, 
Lionville, Schaar, Poisson, Abel, Plana, Gauss, Mascheroni, Bidone, 
De Gaqiaris, Bourgnet, mm Gegenstand und gibt ausführliche Hör- 
leitungen und Beweise, welche die Resnltate derselben in neue Ver- 
bindung bringen. H. 

üeber die quadratischen uud kubisch u Gleichungen mit beson- 
derer Berücksichtigung dea irrcducibela Fuilcä bei den letzteren. Von 



Digitized by Google 



33 



Liätrarischtr Bericht III. 



Profet6or C. Hellwig, Oberlehrer »m Bealgymiiadiiiii in Erfort. 
Eriiirt 18Bi. Carl YllUret 41 S. 

Das Buch ist so bearbeitet, dasa ein rnftaaig beftbigter Schiller der 
mittleren Classen ohne weitere Hfllfe die Theorie daraas eriemen 
kann. Die Tollstflndigkeit dieser Theorie geht ava dem hier folgen» 
den Inhalt hervor: Entatehnng der Gleichungen 2. OradeSf Wonebi 
derselben; Beebnnngsrer&hrcn bei der AnflOsnng qoadratiacher Gln- 
chnngen; die Arten derselben, imaginire und complexe Wnneln 
(Discriminnnte)» Determination der Wurzeln; Bestimmnng der Wur- 
zeln dnrch trigonometriBcbe Fnncttonen; Yerwandlnng von Ansdracken 
quadratischer Form in Prodncte von linearen Factoren; die Worzehi der 
Gleichnngen 3. Grades, im besonderen der binomischen; die Auflösung 
vollatftndiger kubischer Gleichungen; Verein&chung der Ausdrftdce 
fttr irrational erscheinende rationale, sowie filr complez erscheinende 
reelle Wurzeln einer kubischen Gleichung (irreducibler Fall); Berech- 
nung der irrationalen Wurzeln ftr letztem; andre Methode zur Her- 
leitnng der Wnrzelformcn einer kubischen Gleichung; allgemeine 
Betrachtung Aber deren Wurzeln; Auflösung der kubischen Gldchun- 
gen mit Hdlfe trigonometrischer Functionen. EägentQmUch in der 
Behandlung ist zunächst die Vermeidung der Nenner. Da sie auch 
beim praktischen Rechnen tod Nutzen sein kann, so mag sie for 
gerechtfertigt gelten. Die dadurch veranlasste Scheidung von Fftllen 
ist im Grunde fiberflUssig, der erste immer ausreichend; doch kann 
man die übrigen als förderliche Zugabe ansehen. Eine Beschränkung 
der mit Buchstaben bezeichneten Gegebenen auf ganze Zahlen ist 
nicht ausgesprochen, obwol sie gewiss im Sinne des Verfassers lag. 
Dagegen ist die Bcsclirünkang des Gebrauchs der Buchstaben auf 
positive Werte stillschweigende Voranssetzung; denn V — c wird als 
imaginär betrachtet. Dies ist entschieden zu nussbilligen. Wenn der 
Schüler bis dahin in der Gewohnheit befangen war, den Buchstaben 
als Zeichen fär eine positive Zahl anzusehen , so setzt jedentalls die 
.Lehre von den Gleichungen den äussersten Termin von dieser Ge- 
wohnheit, der Quölle unklarer Begriffe für spätere Zeit, abzulassen; 
denn das gesuchte z muss doch jeder Art Zahlen bezeichne u können. 
Günstig für das Vcrstäudniss ist die Breite der Entfaltung des Stoffes 
und die Vielseitigkeit der Betrachtung. Unrichtig ist die auf erster 
Seite stehende Behauptung, die Wurzel einer quadratischen Gleichung 
befriedige „gleichzeitig*^ zwei lineare Gleichungen. H. 



Digrtized by Google 



Ldttrarüchtr Bericht 211, 



84 



Geometrie. 

Die Elemente der projectlTiflcheD Geometrie. Yon Dr. Emil 
Veyr, o. 0. Frefener an der k. k. UniTorsitftt in Wien. Erstes 
HefL Theorie der projectifiscbeu Gmndgebilde erster Stnfo und der 
qiuulratisGhea Involntloneii. Bfit 88 Holucbrntten. Wien 1883. Wil- 
helm BraumOller. 281 S. 

Das Vorliege Ilde behandelt nach einer orkläreudeii r.iiileitung: 
dio Bf stiiniuung diT I\l(jmente der Grundgebildc 1. Stufe; das Do])pel- 
vcrhältniss; vollstandiL'o Fifjureu; die Sätze von Caroot uud Ceva; * 
dio perspcctivische Kaumansicht; das lieciprocitätspesetz und die 
Klnmeuteiibestimmung in den Grundgebildeu höherer Stufe; perspcc- 
tivische Gebilde; projcctivische Gebilde; ähnliche und congruente 
Gebilde; conlücale projcctivische Gebilde , Doppelelcracnte ; dtii Kreis; 
die Involutionen; eine allgemeinere Autiassung der i^rojectivität; die 
cyklischo Projectivität; harmonische Mittelpunkte einesTripels; Uech- 
nangsoperationen mit Teilverhältnissen. Die folgenden Hefte sollen 
die Lehre von den Cnrven und Flächen 2. Grades uud die von den 
Ranmcurvcn 3. Grades, das letztere einen Litteratnrauswcis , soweit 
er bei der elementaren Nator des behandelten Stoffes als notwendig 
erscheinen sollte, enthalten. Das Ganze ist zunächst daza bestimmt, 
als Leitfisden für die Vorlesungen des Yecüsssers über neuere Geo- 
metrie an der Wiener Universität zu dienen. £s ist indes mit einer 
so musterhaften Klarheit nnd Loichtfasslichkeit abgcfasst, dass es 
zum Gebranch als Leitfaden in weiterem Kreise und znm Selbstanter- 
riehi empfohlen werden kann. H. 



Apolarität nnd rationale Curv-cn. Eine systematische Voronter- 
snchung zu einer allgemeinen Theorie der linearen Räume. Von Dr. 
W. Franz Meyer, PriTatdoecnt an der Universität Tübingen. Ttt- 
hingen 1883. Franz Fnes. 406 S. 

Das Werk ist eine Fortbildung der Apolaritätstheorie von Theo- 
dor Reyc. Den Gegenstand kann man ebeusowol als Ausdehnung 
einer gewissen Seite der Geometrie auf beliebig viele Dimensionen 
wie als algebraische Theorie mit Untersttltznng und Leitung durch 
geometrische Begriffe auffassen. Ein Unterschied wird dadurch so 
wenig herbeigeführt, dasn vielmehr beide Betrachtungsweisen für ein- 
ander unentbehrlich scheinen und erst vereinigt die Gesichtspunkte 
und die Abgrenzung der gesamten Theorie ergeben. Auf das Wesen 
der Theorie können wir hier nicht wol eingehen, weil zu viele Eiu- 
fulii uTiiz*ju erklärt werden müssten. Die Abfassung des Buchs selbst, 
auf das wir nur TerweiscQ könuen, ist nicht leicht Tcrständlich: es 
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netzt nicht bloss allgomeiuo Kenntnisse, sondern aucli dii Bekanntschaft 
mit Keye's Gounietrie voraus, jjibt demnach über viele Punkte keiuc 
unmittelbare Erklärung, wenn gleich die Angaben im ganzen zureichend 
sind, um den Sinn ziemlich mühevoll herauszufinden. Die Abschnitte 
sind: Die rationalen Curveii. Die Reyo'sche Apolarität und die Nornj- 
curvon, und zwar: die Normeurven (speciell der Ebene und des Rau- 
mes); die binare biquadratische i* orm / und ihre Apolaritätsverhiilt- 
nisso auf den Normen rven 2., 3. und 4. Ordnung; die binäre Form 
6. Grades / und die bi quadratische Involution und ihre Apolaritäts- 
vcrhältnisse auf den Isormcurvon 2., 3. und 4. Ordimnp-, die biqua- 
dratischo Involution auf der kubischen Raumcurve (2. Teil). Terall- 
gemeinerungen. Als Vorgänger in der Bearbeitung werden uaeb Reye 
genannt: H. H. Sylvester, Smith, Gurduu, Brill, Sturm, Em. Weyr, 
G. Veronese und Stepbanos, und zwar sind die Arbeiten von BriB 
u&d Stepbanos in der Zwischenzeit erschienen. H. 

C. H. Kumme 11. Alignmeut curves ou any surface, with special 
application to tho ellipsoid. Bulletin of tbe Phiiosophical Societj of 
Washington VI. 123—132. 

Das Motiv der Untersuchung geht zwar aus der LauUesvermebsung 
her\or, ducii sind die behaudeltei. Fragen rein analytisch geometrische. 
Die Aufgabe ist anfänglich sehr unbestimmt aufgestellt, die spätere 
ßestimmung im einzelnen beruht auf blosser Auswahl. Dem Wort- 
laut nach soll auf einer krummen Fläche eine Roiho von Panktea 
angegeben werden, in denen die Normalen gegeben sind. Letzteres trilft 
nicht zu; es ist wol nur gemeint, dass überhaupt eine gewisse Lot- 
richtung vorausgesot/'t werde, die jedoch überall mit der Flächen- 
normale identiticirt wird. Dagegen ist nicht ausgesprochen, was doch 
factisch das Gemeinsame ist^ dass die Punktreihe für die Vermessung 
die Stelle der geraden Linie vertreten soll. Es werden nun »5 Fälle 
unterschieden; je nachdem man von einem Punkte in beliebiger Rich- 
tung fortschreitet, oder ■iii 'a zweiten Punkt zum Ziele nimmt, oder 
endlich vor und zartick visirt. Hieraus sollen angeblich eine gewisse 
Anzahl von Curven hervorgehen. Offenbar kann jede analytisch be- 
stimmte Curve für den einen Fall auch für den andern dienen. Fftr 
den ersten wird allein der Nornialschnitt aufgestellt, der für den 
zweiten nur nirlit umkehrbar sein würde. Beim zweiieu Italic wird 
ausser der Kürzesten und Loxodrome diejenige Curve genannt, Iriiigs 
welcher die Normalen durch die Sehne zwischen den zwei Endpunkten 
gehen. Hiervon wird Anwendung auf die Fläche 2. Grades gemacht, 
wo die von den genannten Norrtuilon erzeugte Flächo ein Ujfporboloid 
ist, dann insbesondere auf das Ellipsoid. H. 
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C. H. Knmmell. The thoory of crrors practically tcstcd by 
target-BhooÜBg. BoU. of tbe PbiL Soc. of Wasbiogton VI. 138—148. 

Nach dieser Theorie bilden die Deviationen der Schüsse von 
gleicher Wahrscheinlichkeit nach allen Richtungen um den Zielpunkt 
Ellipsen, deren Axcn horizontal und vertical durch den Zielpunkt 
gehen. Diese Ellipsen werden hier durch Substitution neuer Coor- 
diimten aaf Kreise reducirt. Ferner wird die Wahrscheinlichkeit des 
Treffens eiaer solchen Ellipse bereehnet Nach Keproduction dessen, 
in» H«nehd hierin in AusfähruDg gebracht, wird weiter ontertncht 
die Ellipse, bei welcher ,,da8 Treffen und Nichttreffcn gleiche Wahr- 
adielnUehkelt hat'S die Ellipse von grdsster Wahrscheinliebkeit, und 
manche andere Fragen. H. 

AnaljftiBcbe Geometrie der Kegelschnitte nach elementarer Me- 
thode für höhere Schalen. You W. Fuhrmann, Oberlehrer am 
Realgymnasium auf der Burg in Königsberg i, Pr. Mit 27 Figuren 
im Text and 2 Tafe^. Berlin 1884. Winckelmann a. Söhne. 144 S. 

Gegenüber zahlreichen Lehrbüchern der speciellon Coordinaten- 
lebre, die sich dm Titel ,.Aimlytisclie Geometrie" ohne Erklärung 
des Worts in 03 fälschliclt beilegen, verdient es bemerkt zu werden, 
das?' das gegenwärtige über den begrifflichen Unterschied zwischen 
synthetischer und analytischer Methode eine AufstcliuDg macht, die 
wol neu sein möchte, jedenfalls aber nicht recht tiberlegt ist. Nach 
den Aufangsworten ist sie syDthetisch oder analytisch, je nachdem die 
Grundgebilde, relativ zu welchen alle Bestimmungen gemacht werden, 
znr betrachteten Figur gehören oder davon unabhängig siml. Dom- 
gcmäss müsste sie in die synthetische übergehen, sobald man z. B. 
die Axea des untersuchteu Kegelschnitts zu Coordiuatenaxcn nähme. 
Letzter-, s ist hier mit Beginn der Kegelschnittslehro vom V. Cup. (das 
VIII. Cap. ausgenommen) geschehen , mithin ist der Iliiuptteil des 
Buches nach eigenem Begriff des Verfassers synthetisch. Dasselbe 
Urteil ergibt sich nach ursprünglichem und allein richtigem Begriff 
in Bezug auf das Ganze, wenn man nur die Anordnung der Teile 
betrachtet. Sie sind: Begriff des Coordiuateusystems und der Punkt; 
die gerade Linie; Kinfübrung einer abgekürzten Bezeichnung nebst 
einigen Auv.eiiäiiugeu; der Kreis; die Parabel; die Ellipse; die Hy- 
perbel; die allgemeine Gleichung des 2. Grades; Eigenschaften der 
Kegelschnitte von allgemeinem Charakter; Eigenschaft^ derselben, 
die sich besonders auf die Krümmungsradien und die Combination 
von Kegelschnitten beziehen. Anhang: llülfssiitze von den Determi- 
nanten. Das Ganze stellt sich also als eine ebene Coordinatenlehre 
mit der znm Zielpuuiit genommenen Anwendung auf die Kegelschnitts- 
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Satz, AnwoDdung desselben nod der Polarentheorio aaf die Unter- 
süchnng der Eigenschaften algebraischer Carren, Eigenscbaftoa der 
Raomcnrven nnd ihrer Projectionen. Allgemeine Theorie der knzm- 
men Flächen und FUUshemjstemc, and iirar allgemeine Eigenschaften 
algebraischer Flächen, lineare Flä^enqrsteaio 1. Stafe (FlichcDbüscbel) 
und deren Eigenschaften, lineare Flftchen^teme 2. Stofe (FlAche»- 
bandel nnd Flichennelze), lineare Flftehensyaleaie 3. Btafe, Sitze 
aber die gemeinschaftlichen Cnrven zweier und Aber die gemeiaacliaft* 
lichca Pnnlcte dreier Fliehen, projeetiTische Erzeogiiog algebraiacher 
Flächen, Anwendung der Polarentheorie anf die EatwkkelQBg pro* 
joctiyisGhor Eigunsehaften algebraiaeher Fliehen und ihrer ^ynfeme, 
projeetiTische lineare Flichensysteme |tter Stnfe und tywmgtaMbi^ 
FläehencompleKe, Eigenschaften der Hessiana nnd Steioeriaiia oder 
der conjngirten Kemfliefaen einer Fnndamentalfliche «iter Ordsii^ 
Bestimmung der Charaktere und Singnlarititen einiger Fliehen, wekhs 
sich ans gegebenen algebraischen Fliehen ableiten lassen. Theorie 
der Fliehen 2. Grades, und zwar Definitionen und Fnadamontat- 
etgenschaften. ConstroctiTe Theorie der Kegel- nnd Qylinderilieheu 
im allgemeinen, KegeK and Cylinderflichen 2. Grades, develonMdile 
Fliehen, welche 2 gegebenen Onrven nnd Fliehen umsehriebeu aind, 
doveloppable Fliehen, welche 2 Curven 2. Grades umachrlefcen oind. 



Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von Dr. Waifried 
Marx, Professor an der k. technischen Hochschule in Hänchen. 
Erster Abschnitt. Die Metbode der rechtwinkligen Projektionen und 
ihre Anwendung zur grsphisohen Bestimmung vou Punkten, Geraden, 
Ebenen und der von ihnen begrenzten Körper, sowie zur Losung von 
Anüsaben Aber die gegenseitige Lage dieser Objekte. Dritte, um- 
gearbeitete und durch Beifägnng von Aufgaben Yermehrto Auflage 
des I. Bandes von F. A. Klingenfeld*s Lefarirach der darstellendea 
Geometrie. Mit 11 lithographirten Tafeln. Kflrnberg 1885. Friedr. 
Korn. 311 S. 

Die 1. Auflage ist 1851 erschienen, die zweite (1871) unterschied 
sich nur wenig von ihr. Ueber der Vorbereitung zur dritten stari» 
KKngcnfeld 188a Bei Beariieitnng der gegenwärtigen beabsichtigte 
Marx, die Bereicherungen, welche die darstellende Geometrie in den 
letzten Decennien erfahren, in Aufnahme zu bringen, hielt es jedoch 
nicht fflr angemessen , jene durch blosse Zusätze und AenderungeB 
im einzelnen zu berflcksichtigen, sondern eine durchgehende Emene- 
rnng fttr erforderlich. Die ersten zwei Capitel (Zweck und M ethoden 
der darstellenden (Geometrie, die rechtivinklige Projection in eiasr 



H. 
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Tafel) sind ganz neu. Die Grenzen des Lehrstoffs des 1. Bandes 
sind aus dem Titel bereits ersicbtlicb. Die 4 folgenden Capitel be- 
bandelii: die graphische Bestimmn&g von Punkten, Geraden und 
Ebenen durch ihre Risse in 2 Tafeln und Entscheidung ihrer gegen- 
seitigen Lage; die Wahl neuer Tafeln und deren Anwendung zur 
lidning von Aufgaben , in denen Entfernungen und Winkel gesucht 
oder gegeben sind, geometrische Ocrter im Räume ; das Drei- und das 
Yielkant ; die Darstellung der von ebenen Flächen begrenzten Körper, 
die Bestimmung ihrer Risse aus gegebenen Stücken nnd ilirer Dnrcb- 
Bchnitte mit Geraden, Ebenen nnd unter eich. H. 
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Bernoulli, Daniel, u. Leonhard Euler. die Basler Ma- 
thematiker. Hundert Jahre nach ihrem Tode gefeiert v. der ^ator- 
forschenden Gesellschaft. Basel, Georg. 1 Mk. 60 Pf. 

Dühring, E., u. U. Dflhring, neue Grundmittel u. Erfindun- 
gen ZOT Analysis, Algebra, Functionsrechnnog tt. zugehörigen Geo- 
metrie etc. Leipzig, Fues. 12 Mk, 

Fortochhtte, die, der Astronomie. Nr. 9. 1883. Köln, Mayer. 

2 Mk. 

— die, der Meteorologie. Nr. 9. 1883. Ebd. 1 Mk. 20 Ff. 

— die, der Physik. Nr. 7. 1882—1883. Ebd. 2 Mk. 
Fortschritte, die, der Physik im. J. 1878. Dargestellt v. der 

physikal. Gesellschaft zu Berlin. 34. J. Red. v. Neesen. 2. Abth., 
enth.: Optik, Wärmelehre, Elektricit&tslebre. Berlin, G. Reimer. 
11 Mk. 

Heller, A. , Geschichte der Physik v. Aristoteles bis auf die 
neueste Zeit. 2. Bd. Von Descartea bis auf Bob. Mayer. Stuttgart 
Enke. 18 Mk. 

Hoppe, £., Oescbicbte d. Elektrizität Leipzig, Bartb. 13 Mk. 

50 Pf. 

Lepsins, R., die Längenmazae der Alten. Berlin, Besser. 

3 Mk. 

Rosenberger, F., die Geschichte der Physik in Grundzügen. 
2. Tbl. Geschichte d. Pbyaik in d. neueren Zeit firanuscbweig^ 
Vieweg <& S. 8 Mk. 

Methode ittd Prlnel^lau 

Rethwisch, E., der Trrthum der Scbworkrafthypotlieso. Kritik 
u. Iteformtheseu. 2. Atl. Froiburg, iUepert v. B. 2 Mk. 
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Geschiclite der Mathematik und Physik. 

Alfred Girard, iDventiOD nouTelle en Talgebre. Reimpression 
pAT Dr. D. Bierens de Haan. L. L. D. Leiden 1884. 

Der vollständige Titel dieses iiuciis, welclios Ijcreits sclteu ge- 
wordeu ist, und einer neuen Ausgabe für wert t'chaltcu wird, lautet: 
Invention nouvelle eu l'algebre, jmr Albert Girard iiiateinaticien. Taut 
pour la solutiüu des cquations, que pour reconnoistrc le uombre des 
Solutions qu'cües re^oivent, avec plusieurs cliuses qui sout nccessaires 
k la perfcction de ceste divinc sciencc. A Amsterdam. Chez Gu'l- 
laume Janssen ßlaeuw. M. D C. XXIX. Wie schon der Titel ver- 
schiedene Gegenstände nennt , so lassen sich auch in der Schrift 3 
Teile erkennen. Der Verfasser sagt tlavou in der Dedication : Diese 3 
Schriftüu, deren erste nur eine kurze Einführung in die Arithmetik ist, 
während die beiden andern einige Neuheiten in der Algebra und Geo- 
metrie, unbekannt nicht nur den Heutigen, sondern auch den Alten, ent- 
halten — . In der Tat ist dvr erste Teil betitelt: „Coroplement Mathe- 
matiqve" und handelt von einigen Partien der Aritinnctik. Der 2 Teil, 
ohneSpecialtitel, handelt von den Wurzeln, von der Auszichuugdcr Wur- 
zeln ans vielgliedrigen Ausdrticken , der algebraischen Coustruction 
einiger Aufgaben, von geordneten Gleichungen, von einigen Sätzen, 
iianientlich dann von dem bekannten Girard'schcn Satze, von den 
hiiitergestellten Grössen in der Algebra. Der Teil hat den Titel: „De 
ia inesure de lu. sui»ertiec des- triau^des et polygones ^.pliuriciiues, 
uuuvellernerit invcntee'' und ist vul! \<)u interessanten Beobaclitungen. 
Zuletzt handelt er von der Mcssuiii; der körperlichen Winkel zwischen 
ebenen Seitenflächen. Beim Neudruck ist thiiur gesorgt, dass Seiten 
und Zeilen dem Original gleicii siudj die Figuren sind Facsimiles. 

H. 

ATCh. d. lUtk. «. Pk|i. 2. iMte» X«U L fl«ft IV. 4 
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Simon Stevin, ,,vaDde spiegeling der singkonst^ et ^vande 
iDolens", deux trait^s in^dits. Reimpression par Dr. D. Biereos 
do Haao, L. L. D. Amsterdam 1884. 

Aus einem Gemisch von Bruclistückcn. welche sich in ciucr Iland- 
schrifteusammluiig der Akademie der Wissenschaften von Amsterdam 
vorfanden, hat der Herausgeber 'A Ai/hamilungeri, wiewol mit manchen 
Lücken, zusammengestellt und hier puLlicirt. Die ersti*, unter dem 
Titel: „Decrde Deel der Gemeugde Stoffen vande Spiegeling der 
Singkonst. Bcschreven door Simon Stevin — enthält Notenlohre, 
Gesangsregeln, musikahscho Akustik m Hauptstücke und Sätze mit 
Erklärungen geordnet, jedoch mit Besprechung von mancherlei Kiu- 
zelheiten unt- rmischt. Der zweite hat den Titel: „Byvough der 
Singkonst." Vuu beiden ist die Authenticität zweifellos. Danehen 
aber findet sich ein Werk: ,,Spiegcling der Singkoust met Anhang". 
Es werden die Gründe dargelegt, warum es demselben Verfasser zu- 
geschrieben werden muss. Was das Verhältniss heidi r Hearbeitongen 
betrifft, so vermutet der Herausgeher, dass letztere die ältere ^ei. 
Die letzte Abhandlung;? ist betitelt: „Stevin vande Moleus. Reriviceort 
doorden Professor Golius. 1G34." Bio enthält die Berechnung der 
verschieden construirten Mahlen. H. 



Benedictas de Spinoza, t^StelkoosUge reeokeniog Tm den 
regonboog** and „Reeckening van kanesen", two nearly ankoown 
treatiscs. BeimpreBsion by Dr. Bierens de Haas. Leiden 1884 
90+8 8. 

Das Vorliegende ist eine Festschrift zum SOOjäbrigen Jubiläum 
der Universität Edinburg. Die 2 Schriften veri<chiedenen Inhalts 
algebraische Berechnung des Regenbogeus und Wahrscheinlichkeits- 
rechnung sind vereinigt, weil sie sieh vereinigt vorlanden. Der Ver- 
fasser der zweiten ist zweifelhaft, doch wird sie aus angeführten 
Gründen dem Spinoza zugeschrieben. Erstere setzt das Gesetz der 
Reflexion und Brechung als bekannt voraus und betrachtet den 
Regtntr(i]>fen als Kugel; letztere enthält 5 Fragen über das Verhält- 
niss (1( r ungleichen Chancen mehrerer Spieler bei gegebcucu Bedin- 
gungen, nebst Autworten. Die ausgeführte Kechuuug folgt dann für 
dio 2 ersteu ]?>agea. H. 



Histoire de l'Acad^mie imi»£riale et royale dee BCiencea et beUea 
Icttrrs de BraxcIloB, i>ar £d. Mailly, Membrc de rAcad^mte royale 
de Belgiqne. Bruxelles 188S. F. Hayez. 720 +426 S. 
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Das Werk erscheint in 2 Bänden, als Anszng aas den M6m. de 
rAc. roy. de Belg, t XXXIV. und XXXV. Es beginnt mit einer 
Einleitung, welche die Umstände darlofj:t, die zur Stiftung der Socicte 
litt^raire in den österrci« hischt'u ^iicdeiiaudcn führten. Das 1. Buch, 
zugleich der 1. Band, handelt von der Geschichte dieser Gesellschaft, 
vor and nach ihrer Erhebung zur Akademie; das 2te von den in 
den Sitzungen gelesenen oder vorcelegten Ahhandlangen ; das 3te 
von den Preisaufgaben. Zum Schiuss folgt ein dictionnaire biogra- 
phique tlber die Namen, Titel, Stellung und Wirksamkeit, den Ge- 
burta- und Todestag, Ort der Geburt und des Todes der Gründer, 
Mitglieder und Laureaten der Gesellschaft, überdies aller Personen, 
deren Spur in ihren Anualen aufbewahrt ist, diu anbekannten Zeit- 
and Ortsbestimmungen zur Ergänzung leer gelassen. Der Act der 
Errichtung der Soci^te litteraire führt zurück auf den 12. Januar 
1769, die letzte Sitzung der Akademie laud statt den 12. Mai 17y4. 
Der Verfasser hatte demnach ein Vierteljahrhuudert ins Licht zu 
setzen, dessen Geschichte sehr wenig bekannt, nur von Zeitgenossen 
erzählt ist. Er hat dazu Documonte fast sämtlich aus erster Hand, 
entlielu u aus den Archiven der Akademie und des Staats benutzt. 
Kr spricht sich dahin aus, dass die Arbeiten der Akademiker von 
ihren Collegen keineswegs mit gegenseitigem Lobe beurteilt sind, und 
sagt dann weiter: „die i'rüisaufm'abcn, von Anliing an als ein- mach- 
tiges Mittel des Wette'fers beliai htut, /.eigen zugleich den Geist, 
welcher über den Arbeiten der Gesellscliatt htjrschte, und die in- 
tellectucllc Bewegung, wofür ihr das Land noch den Dank schuldet. 
Wenn es wahr ist, wie man bchauplLl (uiigetührt ist Ad. Quetelet). 
dass während des letzten Teils des IH. Jahrhunderts die Geschichte 
der Wissenschaften in Belgien so zu sagen ganz in der Geschichte 
der Arbeiten der alten Akademie von Brüssel liegt, so wird man mir 
verzeihen laug gewesen zu sein: ich wollte mit deren vagen Darstel- 
lungen und oberflächlichen Begr'flfen, die nichts lehren, ein Ende 
machen und den Menschen und Sachen die Stelle geben , auf die sie 
ein Recht haben.'' Was die Form der Abfassung betrifft. Iftsst die 
Schrift, übwol in zusammenbaDgendor ErzAhlung, grösstenteils dio 
Docameate reden. H. 

Geschichte der Physik von Aristoteles bis auf die neueste Zeit. 
Von August Heller, Professor in Budapest. Zwei Bände. II 
Band: Von Descartes bis BobertHaycr. Stat^rt 1884. Ferdinand 
£nke. 763 8. 

Der 1. Band ist im 273. litt Ber, S. 1. besprechen. liie Auf- 
gabe, die der Verfasser mit dem 2. Baude /u losen uiiteruimmt, ist 
eine wesentlich verschiedene. So gering der ^lüä' im vorausgeheudeu 
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Zeitrattm war, so ftberw&lUgend gross ist er hier. Sollte die Dtr- 
stellang aaf dea Umfang des Baches beschränkt sein, so war ftnsserste 
Kflrze notwendig. Was den Pton der Bearbeitung betrifft, so er- 
scheint die Biographie der Pliysiker als oberste Leitung; nur im Aa- 
scblnss an diese wird die Litteratnr aafgestellt, bloss zum Teil mit 
Angabe der Leistoag der Schriften. Am wenigsten bedacht ist die 
EntWickelung der Wissenschaftssweige und ihrer Probleme; die ein* 
seinen Entdeckungen und Erfindungen finden sich serstreat in den 
Biographien. Im Ckmtrast mit der sonstigen Kflrze fhhrt die Bio- 
graphie von Guericke weit in die Kriegsbegebenheitea hinein, die 
hier gar nicht biu^'cbOrcu , doch kommen Ahnliche Abschweife nicht 
weiter vor. Im ganzen vermisst man die Scheidung des Wichtigeii 
and Unbedeutenden, wie sie aas ^ner klaren Auffassung der Ziele 
der Forschung hervorgehen Wirde. So viel aber auch der Arbeit an 
VoUendaug fehlt, so ist ihr doch ein Wert sumerkennen, nicht sowol 
als Stoffsammlung für neue Bearbeitung — dazu wflrden Honogra- 
phien tanglicher sein — sondern als Versuch einer universellen Be- 
arbeitung, der vielleieht noch lange als Anshfilfe dienen mnss, wo 
ein Handbuch der Geschichte der Physik fflr Uutcrrichtszwecke Be- 
dHrfniss ist. H. 

Johannes K epler *s Leben und Entdeckungen. Von F. F iscber 
Abhandlung zu dem Prc^iramm der Bealschule IL Ord. zu Leipz*; 
fflr dOR SchnUahr 1883—1884. Leipzig 1864. A^, 35 S. 

Kepler's Lobcusgeäclii^'hto, seine Schieksalo uiuJ Tätigkeit nebst 
der Herausgabe soincr Schriften erzählen die 4 ersten Abschnitte in 
folgender Begrcu/.ui»g; vou der Geburt bis zur Uebersiedelung nach 
Prag, diinn das Leben in Prag, dauu iu Linz, dann die letzten Lebens- 
jahre. Die An^'aben sind reichlicli und werden ohne l'iri>< liweitV in 
einfacher Weise so vori^otraf^'en, dass Kepler's Ansichtsni üud Deäik- 
weisc daraus deutlirli crlielleu. Die foli/cTideii 6 Abscimitte gehen 
näher auf seine Arbeiten ein. Sie sind nh rscbriebcn : Würdigung 
Kepler'ö (d. i. die, welche seine astruuomischen Leistungen fanden), 
die Stereometrie der Fässer, die regulären Polygone und Polyeder, 
die Logaritlmif II, Kcpler*8 optische Untersuchungen, die Gesetze der 
Plane t 'ubcweguug. Der letzte erklärt es, wie Kepler suceessive zur 
Anuahmo elliptischer Bahneu uIj' rgieng, die er anfangs nur der Rech- 
nung wegen den empirisch gciuudeuen Ofalou substituirte. (Quellen 
sind xürgonds angeführt H. 

William Farr. Eine biographische Skizze von Franz Car 
Lukas iu Wien. 12 S. 
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Dem Andenkon dos Genannton widmet der Verfasser diesen Ar- 
tikel (Rundsrhuu d. Verh. XXXIII. 1883. p. 4()1.) wegen seiner 
zabircicheu Schriften im mcdicinisch statistischen Fache. Er ist go- 
boron 18()7 in Kenley, gestorben den 19. April 1883. Von seintQ 
Schriften werden anj^eführt 2 Artikel in den Schriften der Eoyal 
Society of Loudua und 18 im Journal of Statistical Society of Lon- 
don. Noch mehr wird aber offoubar die Aufmerksamkeit auf ihn 
gelenkt durch seine Tätigkeit in den statistischen Congressen. welche 
zeigt, in wie hohem Ansehen er in seinem Fache stand. Von 1836 
an war er Mitglied der Stutist. See. Er vertrat die englische Re- 
gierung im ersten statistischen Congress in Brtissol . dann wieder in 
Paris, dann in Wien, ward in die Commission zur Aufstellung eines 
einheitlichen Münz-, Mass- und Gcwichtssystems gewählt und war bei 
verschiedenen Veranstaltungen Berichterstatter. Seine Statistik bezog 
sich anfangs auf Kuglaad, dehute sich aber später auf die cnropai- 
scheu Uauptstaateu aus. H. 

Het geboorte-jaar van WiUebrordns Snelliva. Door 
P. TAB Geer. Overgedrakt nit het Albuin der Natnnr. 4 S. 

Notice Sur la vie et les travaux de Wille brord SoelliaB. 
Par P. Tan Geer. Extrait des Archives N^eriandaiBOB, t. XYIII 
16 8. 

Entere Schrift hat Besag auf den frtthern Artikel derselben 
Zeitschrift „Wülebrordns SneUlM" (a. 280. litt. Ber. S. 38) und entp 
hAlt die reichlichen ErgebDiBso fernerer Nachforschnngen des Ver- 
fassert, welche dessen Angaben berichtigen nnd vermehren. Nach 
flbereinstimmendea Angaben in Siegenbeek: Geschiedenis der Leidsche 
hoogeschool; vaa Kempen: Geschiedenis der Letteren en Weten- 
sebappen in de Ncderlanden; Tander Aa: Biographisch woordenboek 
der Nederlandeu; Pog^cndorff: Biogr. WOrterb.; Montada: Hist des 
Math, war die Gebart in das Jahr 1591 gelegt. Weit aosfllhrlichere 
Berichte ftthren indes, obwol die directe Aassage flberall fehlt, auf 
das Gebnrtsjahr 1581, in welchem er bereits im Einwohnerregister 
Ton Leiden aufgeführt ist. Er war der älteste der 3 Söhne Wille- 
brord, Jakob and Heinrich Ton Radolf Sa. and seiner Fraa Maehteld 
Conielisdr, nnd Jacob ist, wie feststeht, 1582 geboren. 1600 las er 
schon mit seinem Vater an der UniTersität Letzterer wohnte an- 
fangs am Kirchhof, wo er Tide Stadenten als Kostgänger bei dch 
hatte, kaufte aber später ein eigenes Hans, welches Willebrord nach 
sdnem Tode inne hatte. Willebrord heiratete den 1. Aug. 1606 
Ifaria de Langhe, Tochter des Burgemdsters Ton SchoonhoTon, nnd 
hatte 3 Kinder, Radolf (Medidner), Jannette und Lorenz (Jnrist), die 
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koioo Borühmtboit erlangt haben. Er starb den 30. Oct. 1626, seine 
Frau den 11. Nov. 1627. Alles, was in dieser ond der frühem 
Schrift als Entdeckung anfgczcicbnct ist, hat nnn der Verfasser in 
den Arch. Ntol. zu einer voUstftndigen Lebensgeechichto Terarbeilet 

H. 



BaUetino di bibHografia e dt storia delle sdenze matematicfae e 
fiticbe. Pnbblicato da B. Boneompagni. TomoXYL Roma 1883. 
Tipografia deUe sdeose mateoDatiche e fisiche. 

Der Inhalt iit folgender. A. Favaro: Einige nsgedmckte 
Schriften von Galileo Oalilei ans den Mannseripten der Bibliotaca 
Nasionale von Florens anagesogen nnd iUnstrirt — Leben des Leon 
Battista Alberti di Girolamo Mandni in Florenz, heransgogeben von 
O. C. Sanaoni 1882. — Kioolans Coppemicna von Leopold Prowe. 
Enter Band: Das Leben. 1 nnd2.Tefl. Berlin 1882. WddmaoB. 
— Ueber einen Vortrag Uber die Ha^etsadd von P. D. Benedetto 
Castelli — Ungedmcfcer Vortrag Aber die Magnetnadel von P. P. 
Benedetto Castelli, pnblicirt nach dem Codes der Nationalbibliothek 
von Florens, Sesione Pahitina: „Die Schaler von Galileo^ Baad L 
Castelli Benedetto, NotJten nnd Schriften. — > Litteraigeechiehtliche 
Studien aber Enklid von J. L. Helberg. Leipsigl882. EG. Teabaer. 

A. Genocchi: Bmchstack eines Briefes an D.B. Boaoompigni 
(aber Pepin*s Herleitnng eines Satses von Fermat). 

S. Beaiis: Ueber eine anbestimmte Gleichong. 

A. Sparagna: Brief von C. G. Ganss an Heinrich Wilhelm 
Matthias Olbers. Dcbersetznng ins Italienische. (Der deutsche Text 
folgt). 

Ch. Henry: Ueber das Leben und die mathematischen Schriften 
von Jean Antoinc Nicolas Caritat, Marquis de Condorcct Es folgt 
das Verzeichniss seiner Arbeiten, ein Bericht über die ungcdruckten 
nnd unter diesen vollständig herausgegeben : Des m^thodes d'approxi- 
mation pour les 6quations dÜTerentielles lorsqn'on connait nne pre- 
mi^re valenr approch^e. — Probleme der praktischen Geometrie von 
Mydorge und Lösungen, som erstenmal publicirL 

D. Bierens de Ilaau: liistorisch wissenschaftliche niederlän- 
dische Bibliographie. 

F. Jacobi: Ueber das Problem „le noeud de cnvate^ aad 
einige Werke von Urbane d'Aviso Romano, 
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M. Stein Schneider: Studien über Zarkali. 2. Artikel. — 
Ergänzung /u der Notiz (XIV. 721.) über ein uogedracktes astrono- 
miBches W erk von Jbn Haitham. 

L. Rodet; Lösungen der Probleme von Mydorge entnommen 
ans orionCaliscben Werken. 

G. Uzielli: Uotorsachaugon Uber Paolo dal Pozzo Toacaaelli. 

A. Stiatesi: Ueber das Leben und die Arbeiten von Sebaitiano 
Pnrgotti. 

B. Boucompagni: Ueber J iu der Zeitachrift „Uiorn. degli 
emditi e coriosi'* gestellte Aufgaben. 

PttblicationsversciRbnisBe im 2. 4. 6. 8. 10. 12. Heft. 



Erd- und Himmdakunde. 

Lehrbuch der Geophysik und physikalischen Geographie. Von 
Dr. Siegmnnd Günther, Professor am Gymnasium zu Ansbach. 
Zwei Bände. I. Band. Mit 77 in den Text gedruckten Abbildongen. 
Stuttgart 1884. Ferdinand Enke. 416 S. 

Das Intereise an allen Fragen Uber die Natur der Weltkörper 
bat lieh wol zu allen Zeiten weit Uber die Oelehrtenkreiie hinaus 
erstreckt, tritt aber in neuester Zeit besonders lebhaft hervor. Wer 
Insher Im daielnen Uber solche Fragen nachgedacht oder von frem- 
den Ansichten Kenntniss genommen hat, wird bei Ourehlesung des 
vorliegenden Buchs staunen, bis zu welcher Grosse einerseits die 
Menge dieser grösstenteils ungelösten Fragen, andrerseits die Menge 
der LOsttugsversuche und Meinungen, mithin auch die betreffende 
Litteratur angewachsen ist. Dies gesamte Material übersichtlich zu- 
sammengestellt zu haben ist unstreitig eine hOchst dankenswerte 
Leistung. Auch wird der Erfolg des Unternehmens durch die be- 
kannte Begabung des Verfassers in populärer Darstellung sehr unter- 
stfltzt. Doch hat das Buch nichts gemein mit den Schriften derer, 
welche um der Popularität willen den Reiz des Wunderbaren vor 
der Belehrung bevorzugen. Die Tendenz ist vielmehr durchweg eine 
wissenschaftliche. Daher sind auch die zahlreichen Kosmophantasien 
der Neuzeit &st unberücksichtigt geblieben: die dahin gehörige Er- 
klärung der Schwerkraft, die der Verfasser freilich viel zu günstig 
beurteilt, wird nur kurz erwähnt Trotz einiger Aehnlichkeit dieser 
rackschritdichen Bestrebungen mit den Erklärungsversuchen der Alten 
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hinsicbtlicb ihrer AufirteUoDgcn sind doch letztere als Anfäugo eines 
stabilen EotwickeluDgsganges ganz verschieden zu beartoil- n Es ist 
entschieden wesentlich für die Aufgabe des Buchs, dass es alirn Nach- 
richten über dieselben, die zu uns gelangt sind, mit gleicher Auf- 
merksamkeit nachgebt. Kin Zweifel kann eher darüber erhoben 
werden, ob die auf höheren Rrrbnungen beruhenden Leistungen der 
Neuzeit zweckentsprechend behandelt sind. Eine genügende Ein- 
führung in deren Verständniss wird und darf man nicht von dem 
Buche erwarten. Der Verfasser hat versucht, den Lesern, welche die 
Origiualwerko nicht studiren, wiewol nicht ohne Anwendung von 
Rechnung, die Doctrincn zum Teil zugänglich zu machen. Mag jeder 
selbst aussagen, ob er «ladurch belehrt worden ist. Die bebandolten 
Qeg^nstftnde sind in folgender Weise geordnet: Die kosmische Stel- 
lang der Erde, und zwar die Kant-Laplace'sche Hypothese, die phy- 
sische Constitution der Körper des SonncDiyitems, die der £nie 
ähnlichen Planeten und der Mond; allgemeine mathematische und 
physikalische Verhältnisse des Krdkörpers und zwar die Erde alt 
Kugel und KoUitionssphftroid, die Attractionsphänomene und deren 
Anwendung zur Bestimmung der Gestalt nnd Dichte der Erde, das 
Geoid, die Bewegung der Erde im Räume, die Graphik im Dienste 
der physischen Erdkunde; Geophysik im engem Sinne, dynamiscbe 
Geologie, \vu\ /war die Wftrmeverhältnisso des Erdinnern, der innere 
Zustand der Krde , die vulcanisehen Erscheinungen , Erdbeben. Auf 
jeden Abschnitt folgt das Litt( raturverzeichniss mit Yerweifliing auf 
die Stellen, wo Erwähnung des Einzelnen geschehen ist H. 

Die mathematische Geographie in Verbindung mit der Land- 
karten-Projektion. Für Schulen und zum Selbstunterricht bearbeitet 
von Gustav Wonz. Mit 187 in den Text eingedruckten Figoreo. 
Manchen und Leipzig 1883. R. Oldenbouig. 297 S. 

Der Verfasser bat es für gut befunden in das Lohrbuch der 
mathematischen Geographie allj^'emeine Mathematik in betrachtlichem 
Umfange aufzunehmen. Diese Auskunft würde man als natürliche 
leicht anerkennen . wenn es sich z. Ii. darum handelte , zur Vermei- 
dung von l'nterbrechungen die in Anwendung kommenden Satze vor- 
her in Erinnerung zu bringen. Anders aber lautet die Motivirung, 
Der Verfasser schliesst den Gedanken geradezu aus, dass die Schüler 
der mathematischen Geographie von Mathematik die geringste Kennt- 
uiss bereits besitzen, und befürwortet nur überhaupt gegen die (seiner 
Aussage nach) verbreitete Scheu vor der Mathematik die selbstver- 
ständliche Sache, dass man ihnen diese sicherste Stütze zuteil werden 
la5;^e. Hiernach muss es also wirklich Schulpläne ohne Mathematik, 
und doch mit mathematischer Geographie geben ! In der Bearbeitung 
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des allgetucin matbematischeD Lehntoffis ist ein leitender Gedaolce 

schwer zu orkcnucn. Za bemerken ist cino eigentfimllch familiäre, 
nicbt sondorlicb prücise, oft bildliche Spracbe. Während aber einer* 

scits der Vortn^i ganz bekannter Sätze aus den Anfangsgründen den 
Standpunkt sehr niedrig zu stellen scheint, ist docb andrerseits durch 
Auswahl, Anordnung, Krklümns nnd Herleitung so wenig fttr Ein- 
führung in ein leidliches Vorstflndniss geschehen, dass man jene Bei- 
gabc eher fttr blosse Repefition halten möchte. Am wenigsten ans- 
reichend aber ist sie zur V orbildnng für das Yerständniss der darauf 
folgenden mathematischen Geographie in gegenwärtiger Abfassung, 
welche gleich anfangs ziemlich complicirte Ranmvorstellungen in An* 
sprach nimmt. Es wäre gewiss möglich gewesen, diese Partien ein- 
facher und dem Anfilnger zugänglicher zu gestalten. In gegenwärtiger 
Bearbeitung kann das Buch nicht als Muster der Darstellung gelten. 
Die Abschnitte des Hauptteils sind: Mathematische Geographie, und 
zwar Gestalt und Grösse der Erde; Kugelbilder, und zwar die per- 
spectiven Projectionen, Polar- und Aequatorial-, Meridian-, Horizon- 
tal projection , die nicht pcrspcctivischen Projectionen; Zonenbilder; 
Terrainbilder; dann astronomisch-mathematische Geographie, und 
zwar die Erde im Weltraum, der Mond, Ebbe nnd Flut, das Pla- 
netensystem, die Sonne und das Sonnensystem, Kometen und Asteroiden, 
Zodiakallicht, Arten der Sterne, das Weltall. Dann folgen 24 Tabellen 
nnd 3 Nachträge. H. 

Neue i xactp Methode für die Bahubestinimung der Planeten nnd 
Kometen nebst einer neuen Störnugstheorie. Von M Vodusek, 
Professor am k k. Gymnasium in Laibach. Laibach 1063. Jg. v. Kieiu- 
mayr a. Fed. Bamberg. 162 S. 

Die Schrift ist keine blosse Mitteilung dessen, was die Erüntiung 
des Verfassers an der Methode gebt sprt hat, sundern ein Vortrag 
der gesamten Lehre der üiiliriljestinmiang von Anfang au. indem der 
1. Abschnitt die geometrischen Beziehungen, namentlich zwischen 
geocentrischen und helioceutrischeu Coordinaton, der zweite die Dy- 
namik der Planetenbewegung behandelt. Gerado über die Punkte 
der Neuheit spricht das Buch nichts aus. In der Vorrede legt der 
Verfasser den Fortschritt gegen die bisherigen .Methoden darin, dass 
nicht allein die Auflösung der sogenannten Fundamentalgleichungen, 
sondern auch die Bestiniiiiung der darin vorkommenden Dreieek- 
verhältnisse sowol bei Planeten als auch bei Kometou eine sehr ein- 
fache und elegante Gestalt angenommen habe. Das würde sich im 
3. Abschnitt, lilahnbcstimmung aus 3 Beobachtungen, auszuweisen 
haben. Uier werden zuerst die Verhältnisse der Dreiecke zwischen 
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Sonno ond 3 Oerteni dei PtuMten daif estellt, dMi unter Avttabnie 
einer Bewegung im Kreiae, bzhw. in der Pmbd lAr Eometen, die 
angenäherten Werte von Unbekannten durch Prohixen ennittett, dann 
die Coordinaten in die tayler'eche Beihe entwickelt and die Coeffi- 
denten daroh die Bewegongsgleichangon beetimmt Wenn man oia 
oinränmt, dass die hier gegebenen Relationen und dadoreh gewonne- 
nen Controlen einfacher sind als die gewObnliebea, so ist dodi die 
fernere Behauptung des Verfassers in der Yorrede nicht wol su yer> 
stehen» er hätte eine Gontrole geschaffen, deren Schirfe die Beob- 
achtungen oft kaum vertragen würden; daiftlr fielen die Methode der 
kleinsten Quadrate, Variation der Constantco u. s. w. als äberflOssige 
Surrogate ganz weg, denn es wäre einleuchtend, dass eine ans wenigen 
guten Beobachtungen vermittelst e:uer richtigen Methode durchge- 
fOhrte Bahnbcstimmung mehr leisten mttsste, als alle andern secun* 
dftren Hfllfsmittel susammengenommeo, wenn ihnen die richtige Basis 
fehlte. Nun ist aber niigends gesagt « was die fhr ttberflOssig er- 
klärte Ausgleichungsrechnung ersetzen soll. Die angestellten Con- 
trolen zeigen nur an, dass mehr oder weniger fehlerhafte Elemente 
flbcrhaupt vorhanden sind* Von deren Ermittelung spricht das Buch 
gar nicht-, ja es werden nicht einmal die Fehler der Hjpothesen, 
nämlkh der Isolirung des Planeten und der Kreisbewegung, und die 
Beobachtongsfehler begrifflich unterschieden. Hierdurch wird es ei^ 
kl&rlich, dass die Mondbahn auf 5, die Stömngsrechnung auf 21 Seiten 
behandelt werden konnte. Die Bahnbcstimmung aus 4 Beobachtangon 
ist nur rflcksicbtlich der Kometen untersucht und im 4 Abschnitt 
hinzugefügt worden. H. 



Die Fixsterno. Von I>r. C. F. W. retors, Professor an der 
Universität zu Kiel. Mit 1) Fiunre« iu llolzsticb. Leipzig lbb3. 
ü. Frey tag. Prag: F. Tompaky. 163 S. 

Die Sonne und die Planeten. Populär-wissenschaftlich dargestellt 
von E. Becker, Dr. phil. und 1. Observator an der Sternwarte zu 
ficriin. Mit 68 AbbiUungen. Leipaig 1883. G. Pr^tag. Prag: 
F. Tcmpsky. 296 S. 

Die Kometen und Meteore. In allgemein fasslichor Form dar- 
gogtellt von Prof. Dr. W. Valeutiuer. Vorstand der grossherzog- 
lichen Sternwarte in Karlsruhe. Mit 62 iu den Text gedruckten 
Abbilduugcu. Leipzig 1884. G. Freytag. Prag: F. Tempsky. 
240 S. 

Diese 3 Schrifteu bilden bshw. den 16., 10. und 27. Band der 
,^eutscheu Univorsal-Bibliothek Dir Gebildete*S Ton welcher der 
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12. Bud, enthaltcDd die Lchro von der Wflnno, im 378. litterariBchen 
Bericfit boiprocbeii worden ist Die darin gegebene allgemeine Gba* 
raicteristilc der Behandlnngsweiae gilt ancb von dem Vorliegenden, so 
dam nnr die betondem Gegenstände niber anaogeben sind. 

Das erste Buch behandelt nach einander: dip sliissorru Krscbei- 
nnngon der Fixsterne, ihre EutkTuungon, ihr* Kiutubowegungen, die 
Doppelsterue, vcräTidorlicb'it Sterne, Steruhaufea uad Nebelflecke, 
die physische Beschaffenheit der Fixsterne. 

Da« zweite: die scbeinbaren Beweguugea der Sonne nud dxst Pla- 
neten, die Weltsysteme der Alten, die Koppemikaniscbe Lebre, die 
Keplertdien Oesetse, die altgemeine Attraction , die Entfernung der 
Erde von der Sonne, das Sonnen* und Planetensystem, die Sonne, 
die einseinen Planeten nebst ibreii Trabanten, mit Beigabe einer Ta*- 
belle der Elemente der grossen und Ueinen PUneten. 

Das dritte : die Natur der Bahnen der Kometen , viele einzelne 
Kometen, die Nator der Stenischnappen, Berichte über Beobachtangen 
derselben. H. 

Die Zuuahmc der Wärme mit der Tiefe ist eine Wirkung der 
Schwerkraft. Vou Gotthold Laodcuherger. Stuttgart 1883. 
J. G. Cotta. 28 a 

Der Satz, welefaer als Titel der Schrift Torangestellt wird, ist 
nnr einer der Gegenstände, von denen sie bandelt, doch darf man 
wol daraus scbüessen, dass der Verfasser anf ihn hauptsächlich Wert 
legt Gerade dieser Sats aber ist nicht neu, sondern ber^ts 1860 in 
PoggendorlTs Annalen, Bd. CX. p. 598 hergeleitot, und die Zunahme 
unter 2 verschiedenen extremen Hypothesen, zwischen denen das 
actuelle Verhalten liegen mnss, berechnet worden. Nicht erst bei der 
KrOnig'schen Hypothese Aber die Constitution der Gase, auf welche 
sieb das Gegenwftrtige sttttzt, sondern unter der blossen Voraussetzung, 
dass die Wftrme in der lebendigen Kraft von Körperatomen besteht, 
ist ersichtlich, dass ein bewegtes Atom, sofern nur seine Höhe varürt, 
nach unten zu eine grössere lebendige Kraft, mithin auch Wttrme, 
mitbringt und an du andres Atom übertragen kann als naeh oben 
zu, dass daher in Bezug auf Wftrmeleltang Gleichgewicht der Tempe- 
ratur stattfindet, wo diesdbe nach unten zunimmt. Dies ist der in 
Rede stehende Satz. Er scbliesst nicht aus, dnerseits dass durch 
Strahlung im Innern beständige Ausgleichung der TemperaturdiiFe* 
reuz, durch Strahlung nach aussen beständige Abkahlnng der Erde 
stattfindet, andrerseits dass die Tomperatnrdifl«Brcnz, soweit sie über- 
Bchttssig vorhanden ist, mit Abktthlung durch Leitung verbunden auf- 
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tritt. Kftcb Bcgrflndang jenes Satzei oiitersaclit <tie Scbrift noch eise 
Reihe weiteros Frageu. Die Gescbwindigkcit der Lnftmoledllo finikt 
sie — 970 Meter, die Höbe der Atniospbftre — 48000 Meter, die 
Geschwindigkeit verschiedener Gase bei gleicher Temperatar soll sich 
wie die Quadratwarxelo ans dorn spocifischen Gewicht verhalten. I 
Femer entwiclielt der Verfasser seine Ansicht Ober die Temperatar 
der Atmosphäre au ihrer Grenze, nach ihr bestellt die oberste Schicht 
ans Wasserstoff. Weil die Berge auf ihre Basis stftrker drflcken als 
die Luft von gleicher Höhe, soll die TemperaturdifferoDX in ihnen 
grösser, mithin ihre Gipfel kälter als die umgebende Luft sein , wo- 
durch sich die Nebelbildung erklärt Grttodo findet der Verfasser 
fQr alle seine Aufstellungen, vermdge deren Originalität haben letxtero 
etwas anregendes. H. 



Wie erklären sieb Erdmagnetismus und Erdbeben? Eine nator- 
wisscnschattlicho Studie von Hermann Griogmnth. Dresden 
1^83. E. Pierson. 15 S. 

Der Verfasser nimmt an, dass die Krde von gewisser Tiefe an 
im liqnid^'n, von grösserer Tiefe an im gasförmigen Zustande sei, die 
innere Kugel ans Gas der schwersten Stoffe bestehe. Zwischen der 
Gaskugel und der festen Hohlkagel soll nun elektrische Spannung 
stattfinden. Dass die liquide Zwischenschicht isolirend wirkt, ist 
nicht ausgesprochen, scheint aber hiemach Voraussetsung zu sein. 
Uebcr die Erzeugung des Erdmagnetismus spricht nur der knne 
Satz: „Aus den Aousserangen der durch die Axenrotation des Gas- 
ceutrnms hervorgernfencn elektrischen Tutigkeit und Umlaufes der 
clektrisirten innerirdischen flüssigen Masse erkläre ich die Ersch«- 
iinngen des Erdmagnetismus.'^ Das Weitere bezieht sich nur auf Un- 
regelmässigkeiten. Hiermit hat der Verfosser einen neuen Motor 
hingestellt; die Erklämng mag sich daraas der Leser, wenn es ihm 
gelingt, selbst bilden. Die magnetischen Pole sollen durch die abso- 
Into Botation der Erde im ganzen bedingt sein. Daun würden sie 
offenbar unabhängig von der Entstehung des Magnetismus zu dem- 
selben hinzukommen. Von solchen Fehlem des Ausdrucks (wie schon 
oben „Botation des Centrams**) wollen wir gern absehen, da die Dar- 
stellung sachlich soviel vermissen lässt Näher geht die Schrift auf 
Erklärung der Erdbeben ein. Sie entstehen durch Entladungen der 
genannten elektrischen Spannung; doch können manche auch andre 
Ursachen haben. Auf Verschiedenheit der Ursachen deutet der Um- 
stand, dass öfters Erdbeben in der Nähe von Vulcanen stattgefunden 
haben, die dabei rabig blieben. Es werden viele FäUe angeführt, wo 
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Erdbeben mit elektrischen ErscheintiDgen Terbnnden auftraten. Der 
Nachtrag, betreffend die Sonnenflecken, steht in keiner ersicbtUchen 
Beziehung zur ueaen Hypothese. H. 

Astronomischer Kai iider für 1884. Nach dem Muster des 
Karl voü Littrow'sch* n K;iU;udors herausgegeben von der k. k. 
Sternwarte Neue Jboige. Dritter Jahrgang. Wien 10b4. Cari Ge- 
rold's Sohu. 

Die beiden ersten Jahrgänge sind im 271. und 276. litt. Berieht, 
bahw. S. 33 und 45 besprochen. Die gegenwärtigen Beilagen ent- 
halten: die grossen Kometen der Jahre 1843, 1880 nnd 1882; neue 
Planeten nnd Kraieten; Uebersicht des Planetensystems; alphaboti- 
sehes Yerzeichniss der Asteroiden; Yerseicbniss der Asteroiden nach 
der Zeit ihrer Entdeckung; Bahnelemente der grossen Planeten, der 
Satelliten, der Asteroiden; Gebfthrenscala. U. 

Meteorologische Zeitschrift, beransgegeben von der Deutschen 
Meteorologischen Gesellschaft, redigirt von Dr. W. Köppen, Ham- 
burg, Seewarte. Erster Jahrgang 1884. Berlin, A. Asher u. Co. 

Von dieser neuen Zeitschrift erscheint monatlich ein Heft, ent- 
haltend Abhandlungen, Correspoudenzeu und Notizen, Veroinsuach- 
richten und Bibliographie. Das 1. Heft gibt einige Nachrichten über 
die Gründung der Deutschen Meteorologischen Gesellschuft, welche 
am 17. November 1883 nach Vorgang und Vorbild der Oesterreiclii- 
schen Gesellschaft fUr Meteorologie auf Anregung des Directors der 
Seewarte, Geh. Admir.-Rats Prof. Dr. Neuma.ver s' Utgefundon hat, 
neben ihr besteht, und im Anfang dieses Jahres bereits .-OG Mit- 
glieder zählti'. Uebcr die Statuten und die Ordnung der Vercins- 
tätigkeit tinden sich darin keine Mitteilungen. Zweigvereinc haben 
sieh naeli einander gebildet in Magdeburg, Berlin, München und 
Kudülstadt. H. 
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